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Vorwort

Gegenstand dieses technischen Berichtes ist die Unterdriickung von Rauschen
auf ein- oder mehrdimensionalen Signalen. Mehrdimensionale Signale werden
auch kurz ‘Bilder’ genannt. Die Rauschunterdriickung bei eindimensionalen
Signalen oder bei Bildern ist ein grundlegendes und klassisches Problem in
Signal- und Bildanalyse. Es wurde u.a. eine umfangreiche Theorie der linea-
ren Filterung entwickelt, beruhend z.B. auf Transformationsmethoden wie
Fourier- oder Waveletanalyse. Das Ziel ist, das Signal zu glatten, d.h. durch
das Rauschen verursachte Rauhigkeit zu entfernen. Das Hauptproblem ist,
in solchen Bereichen nicht zu glitten, in denen die Daten im Vergleich zur
Rauschintensitéat hohe Spriinge aufweisen, d.h. auf Briiche oder Rénder hin-
deuten. Lineare Filter sind bekanntlich hierfiir ungeeignet: sie transformieren
das Signal lediglich - iiblicherweise unter Informationsverlust. Nur nichtlinea-
re Verfahren konnen ‘Entscheidungen’ - etwa iiber das Vorliegen einer Kante
- féllen, .

Ein klassisches Beispiel eines nichtlinearen Filters ist der Medianfilter,
der in der elementaren Statistik als gegen Ausreifler robuster Ersatz fiir das
empirische Mittel empfohlen wird. In der Tat spielen Intensitéiten auf einer
Seite eines Sprunges bzgl. der Glattung auf der anderen Seite die Rolle von
Ausreiflern. Allgemeiner formuliert, sind also robuste Verfahren von Interesse.
Praktisch alle vorgestellten robusten Verfahren entsprechen einer nichtlinea-
ren Filterung im weitesten Sinne.

Wiéhrend die Theorie der linearen Filterung bis in letzte Details entwickelt
ist und zum Standard gehort, ist schon im elementaren Fall des Medianfil-
ters weit weniger allgemein bekannt. Im folgenden wird versucht, zunéchst
am Beispiel des Medianfilters zu demonstrieren, wie eine deterministische
und wie eine statistische Analyse nichtlinearer Filter aussehen kénnte. An-
schliefend wird ein vollstdndig modellbasierter - bayesianischer - Ansatz vor-
gestellt, fiir dessen Verstédndnis die im elementaren Fall gewonnenen Erkennt-
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nisse hilfreich sind. Schliellich werden neuere nichtlineare -‘bayesnahe’ Filter
und Schétzer - wie etwa ‘truncated means’, o-Filter, nichtlineare Gauffil-
ter, Kaskaden solcher Filter, lokale M-Glétter und lokal adaptive statistische
Verfahren vorgestellt und verglichen.

Die Beschiftigung mit solchen Verfahren ist wesentlicher Bestandteil der
wissenschaftlichen Arbeit der Arbeitsgruppe 2 des Institutes fiir Biomathe-
matik und Biometrie an der GSF. Ich bedanke mich bei allen Kollegen der Ar-
beitsgruppe 2 des IBB, die mir sémtlich sehr geholfen haben. Besonders dan-
ke ich V. AuricH, Diisseldorf, der sein gesamtes Bildmaterial zur Verfiigung
stellte. F. FRIEDRICH, Heidelberg, hat Simulationen zu Kantenmodellen,
Mustern und Algorithmen fiir uns gerechnet.

Gerhard Winkler Miinchen im Dezember 2000
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Kapitel 1

Einleitung: Informationsgehalt
von Kanten

Kantenerhaltende Glattung ist eng mit Kantenfindung verwandt. Diese kann
als eigene Disziplin der klassischen Bildverarbeitung aufgefafit werden und
hat sich mittlerweile zu einer Art ‘Kunsthandwerk’ entwickelt. Trotzdem wur-
den in den letzten Jahren neue - nichtlineare - Methoden gefunden, die zu
einer Verbesserung der kantenerhaltenden Gléattung beitragen sollten. Diese
Entwicklung war nicht zuletzt deshalb moglich, weil sich immer mehr Ma-
thematiker und Statistiker mit Signal- und Bildverarbeitung beschéftigen.
Insbesondere flossen neue, z.B. semi- oder nichtparametrische Methoden der
modernen Statistik ein.

Obwohl wir uns mit kantenerhaltender Glattung und nicht mit Kanten-
findung beschéftigen wollen, sollen einige Bemerkungen iiber letztere die Be-
deutung von Kanten illustrieren. In der Tat sind kantenerhaltende Glattung,
Kantenfindung und Segmentierung eng verwandt. Nach Glattung konnen
Kanten als Intensitétsspriinge detektiert werden, die Kanten andererseits un-
terteilen ein Bild in Gebiete mit glatten Intensitédtsverlaufen. Dies entspricht
einer Segmentierung des Bildes nach dem Kriterium ‘glatte Teilbereiche’.

Die Bedeutung von Kanten kann beispielhaft an ihrem Informationsgehalt
illustriert werden. Die Arbeiten U. DAUB, [10] (1995) und V. AURICH und U.
DAuUB, [2] (1996) von V. AURICH et al. befassen sich mit der Untersuchung
dieses Aspektes.

Dafl Kanten erhebliche Information tragen konnen, wird schon am Bei-
spiel von Zeichnungen oder Schrift klar. Es stellt sich die Frage, wie die der
Informationsgehalt prézisiert und gemessen werden kann. Diese Fragestel-

9



10 KAPITEL 1. INFORMATIONSGEHALT VON KANTEN

lung wurde in [10] und [2] prézisiert und untersucht. Die Idee der Autoren
kann wie folgt zusammengefafit werden:

Aus einem Grauwertebild werden mit Hilfe eines geeigneten Kantenfinders
die Kanten detektiert. In den Bildbeispielen Abb. 1.1, 1.2, 1.3 und 1.4 wur-
de dafiir Aurichs Filterkette, vgl. Abschnitt 4.3 verwendet. Natiirlich ist der
Bedarf an Speicherplatz fiir diese Kanten erheblich geringer als fiir das ganze
urspriingliche Intensitdtsmuster. Um einen besseren optischen Eindruck zu
gewihrleisten, wird ein Undersampling der Intensitéiten durchgefiihrt, d.h.
die Grauwerte werden auf einem sehr groben Raster abgetastet und gespei-
chert. Auch dies erfordert nur geringen Speicherplatz. Um aus diesen Daten
eine Version des urspriinglichen Bildes zu rekonstruieren, werden die aus-
gediinnten Intensitdten auf das urspriingliche - feine - Gitter interpoliert.
Um den Kontrast zu erhalten, wird nur auf solchen Pixeln interpoliert, die
von einem Pixel des Teilgitters aus ‘gesehen’ werden, d.h. die vom Pixel des
Teilgitters aus gesehen nicht jenseits einer Kante liegen.

Die Bewertung der Qualitdt dieser Rekonstruktion schliellich ist subjek-
tiv: Das Undersampling der Intensitdten erfolgt mit einer Rate, bei der ein
menschlicher Betrachter die Rekonstruktion fiir eine gute Version des ur-
spriinglichen Bildes hélt. Die erreichte Kompressionsrate dient dann als Maf3
fir den Informationsgehalt der Kanten (zusammen mit dem Undersampling).
Die Methode liefert auflerdem ausgezeichnete Rekonstruktionen verrauschter
Bilder.

Dafl Kanten erhebliche Information tragen, wird eindrucksvoll durch Bei-
spiele belegt. Wir demonstrieren dies an Bildern aus [10] mit Kompressionsra-
ten unter 4 %. In den Abbildungen 1.1, 1.2 und 1.3 wurden natiirliche Szenen
bearbeitet. Abbildung 1.4 stellt die Ergebnisse dieses Kompressionsverfah-
rens mit dem derzeitigen Standardverfahren JPEG komprimierten Bildern
gegeniiber. JPEG beruht auf einer Cosinustransformation. In den Bildunter-
schriften benutzen wir die Abkiirzung Psc (piecewise smooth compression)
fiir die AURICH-DAUB Methode. Wir sehen, dafl die auf kantenerhaltender
Glattung beruhende Methode qualitativ vollig andere Ergebnisse als JPEG
liefert. Sie eignen sich sehr gut fiir anschlieBende Analysen, wie z.B. Schrifter-
kennung. Abb. 1.5 zeigt die Ergebnisse der Kompression mit dem Verfahren
Epic, der Waveletkompression, und YF, einer fraktalen Kompression, beide
mit dhnlicher Kompressionsrate wie in Abb. 1.4.
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Abbildung 1.1: Natiirliche Szene (oben) mit PS¢ komprimiert (unten), Kom-
pressionsrate 3.87% (aus [10])
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Abbildung 1.2: Natiirliche Szene (oben) mit PS¢ komprimiert (unten), Kom-
pressionsrate 4,64 % (aus [10])
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Abbildung 1.3: Natiirliche Szene (oben) mit PSC komprimiert (unten), Kom-
pressionsrate 2.94% (aus [10])
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Abbildung 1.4: Ziffern auf einem Chip mit PS¢ komprimiert, Rate kleiner als
5 %. Oben: Originalbild; mitte: Psc Kompression; unten: Kompression mit
JPEG mit vergleichbarer Rate (aus [10])
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Abbildung 1.5: Ziffern aus Abb. 1.4 komprimiert, Rate kleiner als 5 %. Kom-
primiert mit: oben: EPIC; mitte: YF; unten: YF, vierfach vergréflerter Aus-
schnitt (aus [10])
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Kapitel 2

Analyse nichtlinearer Filter am
Beispiel des Medianfilters

Gléattungsfilter verschmieren das Signal, beseitigen Rauhigkeiten nicht voll-
standig, zerstoren scharfe Kanten. Gerade letztere sind wesentliche primitive
Bildelemente. Sogenannte Rangordnungsfilter konnen hier teilweise Abhilfe
schaffen. Der Name kommt aus der Statistik - wir kommen spéter darauf
zuriick. Das einfachste Beispiel ist der Medianfilter. An diesem Beispiel wol-
len wir illustrieren, wie eine sorgfiltige Analyse eines (nichtlinearen) Filters
aussehen konnte (und sollte). Wir fiihren - soweit moglich - eine determini-
stische und eine statistische Analyse durch. "Analyse’ wird in diesem Text im
strikt mathematischen bzw. statistischen Sinne verstanden.

2.1 Deterministische Analyse

Wir beginnen mit der deterministischen Analyse des Medianfilters. Dieser
induziert eine nichtlineare Abbildung zwischen Signalen. Deshalb steht z.B.
die Fourieranalyse nicht zur Verfiigung. Im folgenden beschrinken wir uns
auf das Studium der Fixpunkte, insbesondere in der Hoffnung, dafl wieder-
holte Anwendung des Medianfilters approximativ Fixpunkte liefert bzw. dafl
sich typische Eigenschaften der Fixpunkte in den Ergebnissen wiederfinden
lassen. Die folgenden Abschnitte sind im wesentlichen eine Ausarbeitung von
Teilen in [29]. Wir betrachten nur eindimensionale Signale, da schon in zwei
Dimensionen alleine die Definition geeigneter Monotonieeigenschaften sehr
schwierig ist. Einen Eindruck davon vermittelt [29], 6.3.

17
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ldeale Kante Heaviside lunktion

100 150

Laplace wverrauschte Kante

Abbildung 2.1: Heavisidekante mit Sprunghche 1 mit additivem laplacever-
teiltem Rauschen mit Erwartungswert 0 und Streuung 0, 2.

2.1.1 Einfiihrung

Wir beschréanken uns auf den Fall einer Dimension, d.h. wir wihlen die Menge
7, der ganzen Zahlen als Indexmenge. Ein Bild oder Signal ist also durch
eine Doppelfolge x = (z;);ez reeller Zahlen gegeben. Der Medianfilter oder
gleitende Median bildet jede Doppelfolge = = (x;) auf eine Doppelfolge Moy 11
ab geméaf der Vorschrift

Mopi1(2)n = M(Zp—ky ooy Try ooy Ttk
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Moving Average 11 auf Laplace verrauschter Konstante, 5. lteration

40 80 BD 100 120 140

Mowving Median 11 auf lLaplace wverrauschter Konstante, 5. lteration

Abbildung 2.2: Verrauschte Heavisidekante aus Abb. 2.1 nach fiinfter Ite-
ration des Moving Average mit Maskenbreite 11 und fiinfter Iteration des
Moving Median mit Maskenbreite 11

Dabei ist k € Ny, der Menge der natiirlichen Zahlen Ny = {0,1,2,3,...},
und 2k + 1 die (hier ungerade) Fenster-, oder Maskenbreite. Die Menge {n —
k,...,n+k} von Indizes wird auch als Fenster oder Filtermaske bezeichnet.
M{- - -} ist das Element x(,) der geordneten Stichprobe

(CG) TN = (Tk)s L1y Ty Tng 1), 5 L))
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definiert durch

{zgy:n—k<j<n+k}={z;:n—k<j<n+k}
k) <" LX) LTy < Tingr) < oo < Tngky)-

Die z; werden also der Grofle nach geordnet und das in der Reihenfolge
mittlere Element ist der Median. In der Praxis wendet man den Filter meist

o——o—o—e—e @ e —e o —o—=5

Abbildung 2.3: Eindimensionale Indexmenge Z: Allgemeine Pixel sind durch
Kreise symbolisiert, das aktuelle Pixel durch den grofien schwarzen Punkt
und die Elemente der Filtermaske des Medianfilters Ml durch kleine schwarze
Punkte.

O00O0O0O000O00O0 00000000000
00000000000 00000000000
000000000800 0O0000O@0000O0
00000000000 00000 ee0000
000000000800 00000 eee000
coeee@eee OO OcoOeee@eee OO0
00000000000 ool N N N N NolNoNo)
ool N N N N N N Nele] 00000 ee000O0
00000000000 0O0000O@0000O0
00000000000 00000000000
00000000000 00000000000

Abbildung 2.4: Pixelgitter, Pixel und Filtermasken in Z2

nicht nur einmal, sondern mehrmals hintereinander an. Das Ergebnis einer
solchen Iteration ist M"(z) = Mo --- o M(x).

Beispiel (a) Wir geben ein Beispiel fiir eine Stichprobe, die zugehorige
geordnete Stichprobe und den Median:
Z = (27 27 37 _17 0) - <_17 07 27 27 3) -

. (.
-~

2 .
<~
M(z)

ungeordnet geordnet
(b) Der Median ist ‘robust’ gegen Ausreifer:

2 =(2,1000,3, —1,0) — M(z) = 2.
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Mittelwerte sind nicht robust gegen Ausreifler:

1 6 1004
sl 6= =29 o0
“T5 5 YT

Es gibt recht wenige Eigenschaften, die man dem Medianfilter direkt an-
sehen kann. Offensichtlich sind:

(D) Gilt x_p < <zg< -+ <y, 0 M(x_y,...,20,...,2) = Tp;

(2) Ist g : R — R monoton, so M(g(z1), -, g(x,)) = g(M(zq,- -+, 2,)).

Unsere erste Anndherung an solche Filter My, ist das Studium ihrer Fiax-
punkte Mop,1x = x. Hat ein x erwiinschte Gestalt - in unserem Fall etwa
glatte oder stufenformige (ideal) - sollte es vom Filter nicht zerstort werden,
also (ungeféhr) ein Fixpunkt sein. Unerwiinschte Gestalt sollte beseitigt wer-
den, also bei Fixpunkten nicht vorkommen. Als néchstes wéren die Einzugs-
bereiche zu studieren; Signale sollten bei Iteration des Filters gegen (Fix-)
Punkte mit erwiinschten Eigenschaften streben. Ersteres ist schon schwer
genug - wir beschrinken uns zunéchst darauf.

2.1.2 Lokal monotone Fixpunkte
Aus der Eigenschaft (1) folgt:

Beispiel 2.1.1 Monotone Signale sind Fixpunkte des gleitenden Medians.
Somit sind auch ideale Kanten, reprisentiert durch Heaviside-Funktionen'
X[a,00) Fixpunkte.

Wegen der endlichen Maskengréfe sollte Monotonie des Signals {iber geniigend
lange Segmente hinreichend fiir die Fixpunkteigenschaft sei. Wir befassen uns
deshalb im folgenden mit Fixpunkten des Medianfilters, welche lokale Mono-
tonieeigenschaften haben.

Definition 2.1.2 z st lokal monoton der Linge m, wenn jedes Segment
der Linge m monoton ist. Die Menge der lokal monotonen Doppelfolgen
x = (Tp)nez werde mit LOMO(m) bezeichnet.

Eine lokal monotone Folge muf3 nicht global monoton sein, da die Trends
wechseln konnen.

!Heavyside-Funktionen auf Z sind von der Gestalt X[a,00)» @ € Z, wobei x 4 die Indika-
torfunktion der Menge A ist, d.h. x4(i) =1 falls i € A und x4 (i) = 0 andernfalls.
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Definition 2.1.3 FEin Trendwechsel bei p und g mit p < q, liege vor, wenn
Ty < Tpp1 und Ty > T4 oder wenn T, > Tpq und Te_q < Tg.

Bei lokal monotonen Folgen diirfen Stellen mit Trendumkehr nicht zu nahe
beieinander liegen.

Lemma 2.1.4 Hat z einen Trendwechsel bei p und q und gilt © € LOMO(m),
so ist x konstant auf einem Segment der Linge m — 1 in [p+1,q — 1].

Beweis Es liege ein Trendwechsel bei p < ¢ vor. Wir nehmen z, < x,4;
und z,1 > x, an. Sei u der grofite Index v < ¢ mit x, < 2,41 und sei v
der kleinste Index v > u mit x,_; > x,. Insbesondere liegt ein Trendwechsel
zwischen v und v vor. Wegen x € LOMO(m) gilt:

Ty < Tyg1 <00 < Tygm—1-
Wegen der Maximalitdt von u gilt:

Ty < Tyy1 = " = Tytm—1
Genau so gilt

Ty—m+1 = " * = Ty—1 > Ty.

Jedenfalls ist = konstant auf einem Segment der Lénge mindestens m — 1
zwischen v und v und somit auch zwischen p und q. O

Satz 2.1.5 Jedes x € LOMO(m) ist ein Moy - Fizpunkt fir alle k € N
mit k <m — 2.

Beispiel 2.1.6 Die periodische Fortsetzung von —1,—1,1,1 ist LOMO(3)
und in Ubereinstimmung mit der Aussage des Satzes Fixpunkt von Mj. Sie
ist micht Fixpunkt von My und M;. Deren Anwendung bewirkt Spiegelung
des Signales an der 0. Andererseits ist sie Fixpunkt von My. Wir werden
diesen Aspekt spéter genauer untersuchen.

Beweis Sei My,1 = M. Wir berechnen (Mzx),. Dazu betrachten wir das
Segment V' der Gestalt

m—2 1 m—2

- ™~ /'/\ -z N
Tn—m+2," " Tn-1, Tn ,Tntl," " Tntm—2
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der Lange I = 2(m—2)+1 =2m—3(> 2k+1). Es enthalt also alle Elemente
innerhalb der Filtermaske um n. Ist V' monoton, so ist M(x), = x,. Ist V
nicht monoton, so enthélt es nach Lemma 2.1.4 ein konstantes Stiick der
Lange m — 1. Es ist 2m — 2 > [ und deshalb enthélt dieses Segment das
Element x,,. Die Elemente dieses konstanten Segmente haben also alle den
Wert x,,. Weil k+1 < m—1 ist, enthélt die Maske mindestens k+1 Elemente,
die gleich x,, sind, und der Median ist daher ebenfalls gleich z,,. Ul

Insbesondere sind LOM O(k + 2)-Folgen Fixpunkte von My fir 1 <1 < k.
Mehr tiber LOMO(k + 2) sagt:

Satz 2.1.7 Sei x ein Fizpunkt von My, und enthalte ein monotones Seg-
ment der Lange k + 1. Dann gilt xt € LOMO(m), m — 2 = k.

Also sind insbesondere Fixpunkte von My, aus LOMO(k + 1) schon in
LOMO(k + 2). Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem wichtigen Lemma
2.1.10 unten. Dessen Beweis ist etwas umfangreicher und deshalb demonstrie-
ren wir zuerst die Bedeutung von Satz 2.1.7. Wir beweisen die Umkehrung
von Satz 2.1.5.

Satz 2.1.8 Ist x Fizpunkt von Mogyy fir alle K < m — 2, so gqilt x €
LOMO(m).

Bemerkung 2.1.9 Beispiel 2.1.6 zeigt, dal die Bedingung ‘fiir alle & < m—2
nicht {iberfliissig ist.

Beweis von Satz 2.1.8 Wir fiithren eine vollstédndige Induktion nach p =
m — 2 durch.

Die Aussage ist trivialerweise richtig fiir p = 0, d.h.m = 2, da jede Doppel-
folge in LOMO(2) ist. Fiir p = 1, baw m = 3, ist My,1 = M3 und da stets
x € LOMO(2) ist ein Fixpunkt  von M3 in LOMO(3) wegen Satz 2.1.7.
Der Fall p(=m — 2) = 1 ist damit fertig und somit der Induktionsanfang.
Sei der Satz fiir p giiltig und x Fixpunkt von My, fir k = 1,---,p. Dann
ist nach Induktionsvoraussetzung x € LOMO(p + 2), enthélt also monoto-
ne Stiicke der Linge p + 2 und ist nach Satz 2.1.7 aus LOMO(p + 3) =
LOMO(m +1). 0

Lemma 2.1.10 Seien m < n und

T < T; < XTp flir m<i<n. (2.1)
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Seien ferner
M(Zpm—ps - s Tingp) = Ty M(Zp_g, ..., Tpgq) = Tn, (2.2)

wobei
m—-p<n—q, m+p<n-+gq. (2.3)

Dann st

({xm_p, szl ,xn+q}) (s ) = 0. (2.4)
Uberdies gilt:
xj T, Jj < min{m,n — q}

<
r; > T, j>max{n,m+ p}.

Beweis Wegen (2.2) gibt es in (2,—p, ..., Zm+p) (Ohne z,,) mindestens p
Groflen x; mit x; < x,,. Wegen (2.1) kommen dafiir GroBen z; mit m <1 <n
nicht in Betracht. Also liegen diese p Gréflen in

A={xm_p, ..., Tm-1} U{xn+1, s Ttq )

Genau so liegen in A mindestens ¢ Gréflen z, > x,,. Weil aber A nur p + ¢
Groflen enthélt, liegen in A genau p Groflen x; < x,, und genau g Groflen
x, > x,. Damit ist (2.4) verifiziert.

Nun liegen ja genau p GroBen mit z; < x,, (ohne z,,) in A. In der kleineren
Menge

{ajmfp? s amerp}\{merla e 7xn71}

liegen ebenfalls mindestens p solcher Groflen. Analoges gilt fiir die z, > z,,.
Somit muf fiir j < n — ¢ gelten, dafl x; < z,,, denn sonst wiirde das Element
in [n — q,n + q] fehlen. Damit ist der Beweis vollstandig. O

Beweis von Satz 2.1.7 . Habe x ein monotones Segment (x,,_g, ..., x,) der
Lange k + 1. Dieses ergénzt sich zu einem monotonen Segment der Lénge
k + 2. Wir unterscheiden zwei Fille:
(1) Wenn z,,_y = z,, so gilt z,,_ = --- = x, wegen der Monotonie. Dann
sind

(Trn—k1s- -y Tn)y (Tp—kyee s Ty Tpy1)
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jedenfalls monoton der Lange k + 2.

(2) Sei g # Tp; gelte 0.E. z,_j < x,, (insbesondere ist das Stiick isoton).
Wenn z,, <z, ist, so hat man ein monotones Segment der Lange k + 2. Sei
nun x,, > x,1. Wegen der Fixpunkteigenschaft ist Lemma 2.1.10 anwendbar
(mit m ~ n und n = n + 1 und vertauschten Ungleichungen). Damit folgt
Tp_k > T, im Widerspruch zu z,,_p < x,. Dieser Fall kommt also nicht vor
und es ist nur x,,; > x, moglich. Damit hat man wieder ein monotones

Segment der Liange k + 2. Genauso ist (,_g_1,. .., Z,) monoton und von der
Lange k + 2. Mit diesen beiden Stiicken wiederhole man das Argument und
fahre so fort. Damit folgt + € LOMO(k + 2). O

Wir fassen zusammen.

Satz 2.1.11 Fir ein Signal x = (2,)nez und p € N sind dquivalent:
(a) x ist Fizpunkt aller Mogp1,1 < k < p.
(b) x € LOMO(p + 2).

Beweis Man verbinde Satz 2.1.5 und Satz 2.1.8. O

2.1.3 Nichtmonotone Fixpunkte

Wir haben nun die Fixpunkte mit Monotonieeigenschaften charakterisiert.
Sie sind iiberall lokal monoton. Leider haben gleitende Mediane weitere Fix-
punkte. Diese sollten wegen Satz 2.1.7 nirgends monoton sein (vgl. Beispiel
2.1.6).

Definition 2.1.12 Fin Signal ist nirgends LOMO(m), wenn es kein mo-
notones Segment der Linge m enthdlt.

Beispiel 2.1.13 Die Doppelfolge x gegeben durch ...,1,—1,1,—1,1,—1,...
ist LOMO(2) und nirgends LOMO(m) fir m > 2. Sie ist Fizpunkt von M,
Ms, My, ...; allgemein ist sie Fizpunkt von Moy fiir k = 27, 7 € Ng. Fiir
k=2j+41, k€N, alterniert die Folge (M3}, ,)n>0.

Also gibt es Fixpunkte, die nirgends LOMO(k) sind. Solche Fixpunkte sind
allerdings starken Restriktionen unterworfen.

Satz 2.1.14 Ist © Fizpunkt von Masxyy und nirgends LOMO(k+1), dann
nimmt x genau zwer Werte an.
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Bevor wir zum Beweis iibergehen, diskutieren wir diese Aussage.

Definition 2.1.15 Die Fizpunkte aus Satz 2.1.11 seien vom Typ I und die
Fixpunkte aus Satz 2.1.1} seien vom Typ II.

Fiir M3 ist k =1 und k£ + 1 = 2. Da jede Folge LOMO(2) ist, hat Mj keine
Fixpunkte vom Typ II. Nach Satz ist ja auch 2.1.7 jeder Fixpunkt von Mj
vom Typ LOMO(3).

Spezielle Fixpunkte beider Typen lassen sich leicht konstruieren.

Beispiel 2.1.16 Sei £ > 1 und
c..5Q0,07, .. .,0k; —Qgy, — A1y .oy — ARy . .-

periodisch erzeugt aus ay, ..., ar = 1, d.h. insbesondere mit Periode 2k 4 2.
Wir bezeichnen die Folge mit x. Natiirlich ist x ein Fixpunkt von My, denn
es liegen nach Konstruktion in [n — k,n + k]\{n} genau so viele positive wie
negative Elemente. Das Element x,, gibt dann den Ausschlag in seine eigene
Richtung. (Man veranschauliche sich dies mit Hilfe der folgenden Zeile, indem
man den gekennzeichneten Bereich sukzessive um 1 verschiebt.)

_a07\_a17 —Q2, —as, {CLO}, ai, ag, CL%, —Qp, —Q1, —Q2, —0A3, 049

-~

1. Fall: (ao,...,a) ist monoton. Dann ist + LOMO(k+2) nach Satz 2.1.7
und somit vom Typ I.

2. Fall: (aq,...,ax) ist nicht monoton. Dann ist x nirgends LOMO(k + 1),
denn sonst gébe es ein monotones Stiick der Lénge k + 1 und wegen der
Fixpunkteigenschaft wire x € LOMO(k + 2) im Gegensatz zur Annahme.
Deshalb ist « vom Typ IL.

Typ II Fixpunkte von M5 und M7 sind von dieser Art. Fiir My gilt dies nicht,
denn der Fixpunkt aus Beispiel 2.1.6 hat Periode 4, aber nicht Periode 10
wie in der Konstruktion.

Beweis von Satz 2.1.14 Da z nicht konstant ist, sei o.E.
(I) To < 7

Nach dem Lemma 2.1.10 wissen wir:

(I1) z; < xg oder z; > x4 fir —k <i <k+ 1.

(III) T <29 < T1 < Tyt
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Wir zeigen:

(i) es gibt —k+1 <p < —1 mit x, > x; und

(i) es gibt 2 < ¢ < k mit z, < .

Dies ist also das Pendant zu (III). Wir verifizieren jetzt (ii). Nach dem Lemma
gibt es keine Elemente z; mit o < x; < x;. Deshalb geniigt es zu zeigen, dafl
eseing € {2,...,k} gibt mit x, < ;. Um einen Widerspruch herbeizufiihren,
nehmen wir an, dafl

x; > xy, firalle i € {2,...,k}.

Weil 21 > zo gilt dann z; > z fir £ + 1 Elemente in [0, k]. Wegen der
Medianeigenschaft von xy mufl dann gelten, dafl

< mxg, k<1< -1, (2.5)
Aus der Annahme und (III) folgt das Analogon
x> 1y > 2 firalle 2 <1<k +1.

Weil z kein monotones Stiick der Lange k + 1 enthilt, gibt es j € [1, k]
mit x; > z;41. Das Lemma, angewandt auf m = j 4+ 1, n = j, besagt, dafl
T > x;(> x0) ist. Weil j — k < 0 widerspricht dies (2.5). Damit ist (ii)
verifiziert und aus Symmetriegriinden auch (i).

(b) Wir zeigen schliefilich, dafl z nur die Werte xy und x; annimmt. Es gentigt,
dies fiir die Indizes in R = {2,...,k + 1} nachzuweisen. Wir wissen, dafl es
Jj€{2,...,k} gibt mit x; < .

Wir nehmen zuerst an, dafl x, < ¢ fiir ein p € R. Dazu wéhlen wir jeweils
q € Rmit z, > z; (z.B. xy selbst). Wir kénnen p und ¢ sogar so wihlen, daf

;€ (min{xp,xq},max{mp,xq}) fiir alle j € (min{p, ¢}, max{p, ¢}).

Dann ist =, < x¢y < x,. Weil sowohl z, als auch z, die Medianeigenschaft
haben, widerspricht dies dem ersten Teil des Lemmas 2.1.10, da

0 € [min{p, ¢} — k, min{p, ¢}].

Falls es p € R gibt mit x,, > z; argumentieren wir mutatis mutandis genauso.
Damit ist der Satz ist bewiesen. U

Bemerkung 2.1.17 Offen scheint z.B. die Frage, ob alle Typ II Fixpunkte
periodisch sind. In Simulationen werden die oben gezeigten Eigenschaften
jedenfalls sichtbar.

Die im Beispiel betrachteten Typ II Fixpunkte sind sehr regelméflig auf-
gebaut und treten bei zufillig gestorten Signalen i.a. kaum auf.
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2.1.4 Gemischte Filter

Man kann iiberlegen, wie man die - unerwiinschten - Typ II Fixpunkte langer
Filtermasken vermeidet, z.B. durch Aufsetzen kurzer Glatter und anschlie-
Bendes ‘reroughing’. Ein weiterer Ausweg ist die Konstruktion kombinierter
Filter. Einige Aussagen seien unbewiesen berichtet. Das erste Beispiel zeigt
schon, wie kompliziert die Situation ist.

Satz 2.1.18 Seien ag # 1, ap > 0 und ZZZO ar = 1. Ferner sei

T = i akMg.
k=0

Dann gelten:

(a) Ist ar # 0 fir ein ungerades k, dann hat T nur LOMO(3) Folgen als
Fizpunkte.

(b) Ist a = 0 fir alle ungeraden k, dann hat T sowohl LOMO(3) als auch
alternierende Fixpunkte.

(¢) Fizpunkte von T™, m > 2 sind entweder LOMO(3) oder alternierend.
Alternierende Fixpunkte treten hierbei nur auf, falls

e m gerade und ap = 0 fiir alle geraden k, oder

e a =0 fir alle ungeraden k.
Das Symbol I stehe fiir die Identitéit.
Satz 2.1.19 Fir
T=al+(1—-a)M;, 0<a<]l,
gilt
T"x — z € LOMO(3).

Von diesem Typ von Konvergenzaussagen hitte man gerne mehr. Gewisse
Typ II Fixpunkte lassen sich durch Kombination von Medianen verhindern.
Sowar z.B....,—1,1,—1,1,... kein Fixpunkt von M3, jedoch Fixpunkt von
Ms.

Satz 2.1.20 Fir
T=aM;+ (1 —a)Ms;, 0<a<l,

gilt
Tx =x <= x € LOMO(4).
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Der eigentlich interessante Fall der Dimension 2 ist héchst kompliziert, schon
die Definition der lokalen Monotonie stofit auf Schwierigkeiten. Fiir isolierte
Resultate vgl. man [29].

2.2 Stochastische Analyse des Medianfilters

Ublicherweise werden Signale u.a. durch zufillige Einfliisse gestort. Dies kommt
einmal daher, dafl ein genuin stochastisches Rauschen vorliegt, wie z.B. ein
Elekronenrauschen in Réhren, oder dafl nur eine stochastische Modellierung
der (Zer-) Storung sinnvoll ist wie beim Ausfall ganzer Zeilen oder Spalten
bei CCD-Chips. Wir deuten nun an einfachsten Beispielen an, wie eine sto-
chastische Analyse des — wir betonen nichtlinearen — Medianfilters aussehen
konnte. Im wesentlichen sind die folgenden Abschnitte eine Ausarbeitung des
ersten Teils von [19].

Wir werden additives und nicht additives Rauschen betrachten. Bei addi-
tivem Rauschen nimmt man an, daf§ ein ideales Signal (x;);cs additiv gestort
wird, d.h. man hat das Modell

& =z + i,

wobei (7;) die Rausch(zufalls)variablen und (§;) die (nunmehr zufélligen)
Beobachtungen sind. Sind die 7; i.i.d mit E(n;) = 0, so nennt man n = (n;)
oft weifles Rauschen.

Im allgemeinen ist x unbekannt und man versucht es aus den Beobach-
tungen heraus wiederherzustellen, im gegenwértigen Fall durch Anwendung
des Medianfilters. Uns interessiert zundchst: Gibt es Situationen, wo der em-
pirische Median den empirischen Mittelwert schlagt? Bei welchen Signalen
ist das der Fall und warum erhélt er Kanten?

Wir miissen uns auf einfachste Signale x beschréanken, konkret auf kon-
stante und stufenformige Signale. Als Einstieg betrachten wir die Wirkung
des Medianfilters auf das einfachste verrauschte Bild, ndmlich eine verrausch-
te (konstante) Grauwertfliche:

&=m+n;, i ‘Pixel (aus Z,72,...)

Es ist sinnvoll, zunéchst einfache Aussagen iiber den Median fiir i.i.d. Zufalls-
variablen zusammenzustellen. Um die grobe Richtung unserer Uberlegungen
anzudeuten, kommentieren wir vorher das gleitende Mittel, mit dem wir den
Median vergleichen wollen.
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Bemerkung 2.2.1 (empirisches Mittel) Das ideale Bild sei konstant gleich
m. Bei additivem Rauschen lauft Restauration auf die Schitzung von m =
E(&;) hinaus. Fiir das empirische Mittel

gilt E(€) = m, d.h. es ist erwartungstreu (unbiased). AuBerdem ist & der
kleinste-Quadrate Schdatzer , d.h.

Sind die &; gaufisch, so ist & auch der Mazimum-Likelihoodschditzer , denn er
maximiert die gemeinsame Dichte der &;, gegeben durch

1 1 &
W - exp (—ﬁ ;(fl — a)2> .

In der linearen Theorie der Statistik zeigt man iiberdies: ¢ ist ein BLUE (best
linear unbiased estimator). Dabei bedeuten:

e [inear: Die Abbildung

(gla"'7£n)'_)€

ist linear

o unbiased: £ ist ein erwartungstreuer Schiitzer fiir den Erwartungswert:

E(¢) =E(§) = m

e best: Unter allen linearen erwartungstreuen Schitzern fiir den Erwar-
tungswert m hat das empirische Mittel die kleinste Varianz.

Sind die & GauBisch, so ist € sogar unter allen erwartungstreuen Schiitzern
der beste.
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2.2.1 Elementare Theorie

Wir betrachten ein endliches Fenster und bezeichnen die durch die Pixel
indizierten Zufallsvariablen mit

gla"wgn-

Fir 1 < s < n sei die s-te Ordnungsstatistik definiert durch

o) 1w — E(5)(w).

Die folgenden Uberlegungen sind gerechtfertigt, weil die Ordnungsstatistiken
§(s) Zufallsvariablen, d.h. mefibare Funktionen sind:

Lemma 2.2.2 Fiir Zufallsvariablen &, ..., &, ist jede Ordnungsstatistik &)
mefibar.

Beweis Zu jedem w €  gibt es eine Permutation 7 = 7, von J = {1,...,n}
mit
Er)(W) < <& (W) = oy (W) < -0 <Emy(w).

Fiir jede Permutation 7 von J ist die Menge

QW = {éﬂ(l) <---< gﬂ'(n)}

mef3bar. Durch Bildung aller endlichen Schnitte der €2, erhélt man eine end-
liche mefibare Partition {P} von Q. Auf jedem P gilt &) < -+ < &rp fiir
mindestens eine Permutation 7 und deshalb ist {) = {r(5) auf P und somit
meBbar auf P. Also ist jede Ordnungsstatistik {) mefibar auf ganz () wie
behauptet. [l

Im Gegensatz zu den §; sind die §(5) weder unabhéngig noch identisch verteilt.

Beispiel Sei © = {0, 1}? mit der Gleichverteilung versehen und &, i = 1,2,
die Projektion auf die i-te Komponente. Dann ist P({1) = 0,§p2) = 0) =
P((0,0)) = 1/4. Andererseits sind P({1) = 0) = P((0,0),(0,1),(1,0)) = 3/4
und P({n) = 0) = P((0,0)) = 1/4. Deshalb sind die Zufallsvariablen &,
t = 1,2, weder identisch verteilt noch unabhéngig.

Der Median ist eine spezielle Ordnungsstatistik.
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Definition 2.2.3 Sei der Stichprobenumfang n ungerade. Dann heifit die
(n+1)/2-te Ordnungsstatistik M(&1, ..., &) = &((nt1)/2) empirischer Median.

Fiir Stichproben mit geradem Umfang ist die Definition komplizierter und
der Median wird zu einer mengenwertigen Abbildung. Zur Berechnung von
Momenten und anderen Kenngroéflen benotigt man die Verteilung des empi-
rischen Medians.

Satz 2.2.4 Seien &, ...,&, i.i.d. mut Dichte f und Verteilungsfunktion F.
Sei &) die s-te Ordnungsstatistik. Dann gilt fir Gs(x) = P(§) < x), daf$

Go) = [ a(UT ) Far ) dy

oo s—1
n!

! F(z) o .
- (5—1)!(n—3)!/0 y* (1 —y)" " dy.

Beweis Fiir z € R sei

Ps =P(&, ... 61 <& < &1, ., &2 <& < z+0).

Nun kann man ) auf n Arten auswéhlen und die untere Gruppe auf (Z:ll)
Arten. Also ist

s—1

Um Ps zu berechnen, schreiben wir untere und obere Schranken auf:

P(z < e <z+56) :n(n_ 1)P(;.

Py € P61, €1 S 240,61, b > 22 < &y < 21 0)
2+
= Fz+6)'(1-F(2)"" f(y)dy = Py

P6 Z P(Sl)"'ags—l§Z§€SSZ+6§€S+1a"'7€n)
z+0
= PP o) [ =By
Es gilt fiir 6 — 0, daf

Py FYT( - F() A,

SRR F(T (- FE)SG)
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Fiir die Dichte g, von ) folgt daraus

n—1

s—1

1
gs(z):(lsi_f)%g'P(Z<§(s)<z+5):n(

)F(z)&* (- FE)™ f(2).

Damit ist die erste Identitét verifiziert. Die zweite ist ein Spezialfall einer
Aussage, die von allgemeinem Interesse ist. Deshalb formulieren wir sie se-
parat. Sie beruht im wesentlichen auf dem Integraltransformationssatz fiir
Bildmafe?. O

Lemma 2.2.5 Sei pu eine Verteilung (auf der reellen Achse) mit stetiger
Verteilungsfunktion F'. Dann gelten fir meflbare Mengen A und bzgl. p inte-
grierbare Funktionen h die Identititen

po F71(A) = XA)

/ hoFdy — / hd),
—00 0

wobei A das Lebesguemaf® bezeichnet.

Beweis von Lemma 2.2.5 Sei a € [0, 1]. Dann gilt wegen der Stetigkeit
und der Isotonie von F', dafl

po F710,a] = pu(—oo,max{y : F(y) <a}) = F(max{y : F(y) <a}) =a,

2Seien (2, F) und (', F") Mefrdume und ¢ : Q — ' eine mefbare Abbildung. Das
Bildmaf$ eines Wahrscheinlichkeitsmafles p auf F unter ¢ ist das Wahrscheinlichkeitsmafl
po 1t auf F' gegeben durch

po H(F) = p(p ' [F']), F'eF.
Der Integraltransformationssatz verallgemeinert diese Identitét: Sei h : Q' — R mefbar.

Dann ist h o ¢ beziiglich u integrierbar genau dann, wenn h beziiglich o ™ lintegrierbar
ist und in diesem Falle gilt fiir jedes A € F’, daf}

/hd,uow_lz/ hopdu.
A et[A]

3Das Lebesguemafl X ist das eindeutig bestimmte Mafi auf der (von den Intervallen
erzeugten) Borel-o-Algebra von R mit A((a,b]) = b — a fiir alle a < b.



34 KAPITEL 2. MEDIANFILTER

d.h po F~1 ist die Gleichverteilung auf [0, 1] und die erste Identitét ist be-
wiesen. Fiir den Nachweis der zweiten Identitat setzen wir im Integraltrans-
formationssatz (Fuinote (2)) ¢ = F (F ist isoton und somit mefibar). Dies
ergibt zusammen mit der ersten Identitét

F(z)
/ hdxz/ hdqu_lz/ ho Fdu.
0 [0,F ()] FH[0,F(x)])

Wegen der Stetigkeit (und der Isotonie) von F' ist
F7H[0, F(x)]] = (oo, max{y : F(y) < F(z)}] = (—oo,max{y : F(y) = F(x)}].
Damit ist die zweite Identitat und damit das Lemma bewiesen. |

Bemerkung Die simple erste Gleichung ist die Grundlage fiir die Inversi-
onsmethode zur Generierung von Pseudozufallszahlen mit Verteilung p: Fiir
auf [0,1) gleichverteiltes u ist F'~1(u) verteilt gemiB u, wobei F die Vertei-
lungsfunktion von g ist (ist F' nicht invertierbar gilt das mit einer kleinen
Modifikation, vgl. Satz 2.2.6). Fiir invertierbares F' beruht das auf den tri-
vialen Aquivalenzen

a< F ' u)<b<= Fla) < FoF 'u) < F(b) <= F(a) <u < F(b).
Allgemeiner gilt:

Satz 2.2.6 Seienn eine reelle Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F(t) =
P(n <t) und
F~(u) =min{t: F(t) > u}

die verallgemeinerte Inverse von F. Dann hat £ = F~(U) mit einer in [0,1)
gleichverteilten Zufallsvariablen U die Verteilungsfunktion F.

Korollar 2.2.7 Seien F' eine invertierbare Verteilungsfunktion und die Zu-
fallsvariable U in [0,1) gleichverteilt. Dann hat die Zufallsvariable ¢ = F~Y(U)
die Verteilung F'.

Beweis von Satz 2.2.6 Da F rechtsstetig ist existieren die Minima in der

Definition von F'~. Der Supergraph von F'~ stimmt mit dem Subgraphen von
F iiberein, d.h.

{(u,t): F(u) <t} ={(u,t) :u < F(t)}.
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In der Tat gilt fiir ein Element (u,t) der linken Menge, dal F~(u) < t.
Deshalb gilt

F(t)> F (F~(v) = F (min{t : F(t) > u}) > u

und (u,t) ist in der rechten Menge enthalten. Sei umgekehrt u < F (). Da
F~ wichst, gilt

F7(u) < F(F(t)) =min{r: F(r) > F(t)} =t,
wieder wegen der Rechtsstetigkeit. Somit gilt
P(X <t)=P(F (U)<t)=PU < F(t) =F(t)
und der Beweis ist vollstindig. O

Als einfaches Beispiel betrachten wir die Exponentialverteilung mit Vertei-
lungsfunktion F(t) = 1—e~*", o > 0. Die Inverse ist F~!(u) = —= In(1 —u).
Nach dem Korollar ist 7 = —% In(1 — U) exponentialverteilt und weil 1 — U
die gleiche Verteilung wie U hat, ist auch £ = —é In U exponentialverteilt.

Ein Beispiel fiir die allgemeinere Aussage im Satz ist die Erzeugung diskre-
ter Zufallsvariablen. Nimmt die Zufallsvariable ¢ genau die Werte wy, ..., w,
mit den Wahrscheinlichkeiten py,...,p,, p; > 0, an, so partitioniert man
das Einheitsintervall [0,1) in Intervalle I; der Lénge p; und nimmt w, als
Realisierung, wenn U in I; fallt. Dies entspricht genau der Bildung der ver-

allgemeinerten Inversen (Skizze!).

Beweis von Satz 2.2.4, 2. Teil Wir wenden das Lemma auf die zur
Verteilungsfunktion F' gehorige Verteilung p und ¢ = F' an. Dies ist zuléssig,
da F' eine Dichte besitzt und somit stetig ist. Mit ¢ = n(’;:ll) folgt, dafl

z F(z)
Gulz) = / ¢ F(y)™ (1 - F(y)" du(y) = / ¢y (1 — )" dy.

o

Damit ist Satz 2.2.4 vollstédndig bewiesen. U

Korollar 2.2.8 Seien &1, ...,&, i.i.d. Zufallsvariablen. Dann hat der empi-
rische Median M(&y, ... ,¢&,) die Dichte

o) =7 JF D 1= F) R ), (20
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Beweis Fiir den Median ist s = (n+1)/2, s —1=(n—1)/2 und n — s =
(n—1)/2. O

Wir ziehen eine einfache aber wichtige Folgerung: In Spezialfillen ist der
empirische Median erwartungstreu.

Korollar 2.2.9 Die Zufallsvariablen &, 1 < i < n, seien i.i.d mit endlichem
Erwartungswert E(&;) = m und um m symmetrischer Dichte f. Dann gilt
fiir ungeraden Stichprobenumfang n, daf

E(M(&, . ., &)) = E(&) = m.

Beweis Sei 0.E. m = 0. Der Faktor vor f in der Dichte g aus (2.6) ist
beschréinkt. Also impliziert die Existenz von

B() = [ o) ds
die Existenz von [ zg(x)dz. Des weiteren ist f symmetrisch und deshalb
F(—z)=1- F(x).
Somit gilt
F(=z)(1 - F(-z)) = (1 - F(2))F(z).
Potenzieren der beiden Seiten erhilt die Gleichheit. Deshalb ist
F(z)' (1 - F(x)) f(2)

und somit ist g symmetrisch. Daraus folgt

EM(,...,6)) =0=m

wie behauptet. im Falle m # 0 ersetze man die Zufallsvariablen &; durch die
Zufallsvariablen & — m. U

Das empirische Mittel bei i.i.d. Zufallsvariablen ist eng mit dem Erwartungs-
wert — dem theoretischen Mittel verkniipft. Genauso entspricht der empiri-
sche Median dem theoretischen Median. Der theoretische Median einer Zu-
fallsvariablen ¢ ist eine Zahl M mit

P(€ <M) > -, P(€ > M) >

| —
N | —
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Dadurch ist der theoretische Median natiirlich nicht eindeutig bestimmt (man
miifite ihn eigentlich als mengenwertige Abbildung definieren). Offensichtlich
gelten:

P(€ > M} < 5, P{e <M} < (2.7)

DN | —

Die Definition vereinfacht sich unter Stetigkeit:

Lemma 2.2.10 Ist die Verteilungsfunktion F' der Zufallsvariablen & stetig,

so gilt
P(¢ < W) = o = P(¢ > WD)

Beweis Dies ist klar. O

Der theoretische Median minimiert den erwarteten absoluten Abstand. Dies
ist das Analogon zur Mean Square Eigenschaft des Erwartungswertes.

Satz 2.2.11 Flir eine integrierbare Zufallsvariable & gilt
M = argmin, E|¢ — al.
Beweis Sei @ > M. Falls M < ¢ < a, so gilt
ja— €&l = IM—¢| = (a—€) = (= M) = a+M-26 = —(a — M) + 2(a — ).

Unter Beachtung von (2.7) rechnet man

B(¢ - al) ~ E(¢ - 1)) = [ I¢ —aldP~ [ | - ¥ aP

_ /£<M(a—M)dP—/@a(a—M)dP—/Mq(a—M)dP

N J/
-

&M

+2-/~ (a—&)dP

M<é<a

= /ﬁSM(a—M)dP—/bM(a—I\\?JI)dIPjLQ-/M<£<a(a—1\7ﬂ)dP

= (a—M)(P(§SM)—P(§>M)+2/ (a —M)dP

M<é<a

> (a—M)(%—%)+2/ (a—WI)dP > 0.

M<é<a
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Der Fall a < M geht dhnlich. O

Bemerkung 2.2.12 Seien x1,...,x, € R gegeben. Sei & eine Zufallsvariable
mit P(§ = x;) = 1/n. Dann hat § die diskrete Verteilung = (1/n) > 1 | €4,
Es gilt

1 n
=S Joi — ol = Ey(l€ — al).
i=1

Ebenso ist M(xy, ..., x,) der theoretische Median zu j. Der Satz liefert also:

n
M(zy,...,x,) = argmin, a — Z |z; — al
i=1

Sind die Beobachtungen &; bzw. die Storungen n; nicht symmetrisch verteilt,
so liegen dennoch theoretischer Median und der Erwartungswert bei kleiner
theoretischer Streuung eng beisammen. Dies ergibt sich aus der folgenden
(nicht allzu bekannten) Abschitzung?.

Satz 2.2.13 Flir jede integrierbare Zufallsvariable & mit Erwartungswert m
und Strevung o gilt
M —m| < o.

Beweis Wegen der Jensenschen Ungleichung gilt

M —m| = |EM—¢)| <E(M—¢|) <E(lm —¢|) < VE(m - £2) = 0.

Die zweite Ungleichung beruht auf (2.2.11), d.h. Ml = argmin,E(|¢ — a|), und
damit ist die Ungleichung verifiziert. O

2.2.2 Verrauschte Grauwertflaichen

Verrauschte Grauwertflachen entsprechen dem Fall von i.i.d. Zufallsvariablen.
Sogar in diesem einfachen Fall ist die Berechnung selbst der niedrigen Mo-
mente des empirischen Medians schwierig. Fiir Zufallsvariablen, die in [0, 1]
gleichverteilt sind, gelingt die exakte Berechnung.

4Personliche Mitteilung H.v. WEIZSACKER, Kaiserslautern, 3.1.1998
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Beispiel 2.2.14 (Gleichverteiltes Rauschen) Die Zufallsvariablen &;, 1 <
i < n, seien unabhéngig und in [0, 1] gleichverteilt. Dann hat &) nach Ko-
rollar 2.2.8 die Dichte

n—1

gs(x)—n( 1)x5_1(1—x)"_s,0§x§ 1,
5 —

und gs(x) = 0 sonst. Erwartungswert und Varianz haben die Gestalt

s  s(n—s+1)
a1 V)= (n+1)2(n+2)

E(¢s) = (2.8)

gs ist die Dichte einer Beta- Verteilung 5(u,v) mit u = s und v =n — s+ 1.
Wir erinnern daran, dafl die Dichte der allgemeinen Beta-Verteilung 5(u, v)
zu den Parametern u und v gegeben ist durch

1
tufl 1 _ t v—1
B(u, U) ( ) ?

wobei B(u,v) die Beta-Funktion® zu den Parametern u und v ist.
Beweis Wir berechnen zunéchst den Normierungsfaktor B(u,v). Wir haben
es mit ganzzahligen Parametern zu tun. Es gilt allgemein, daf3

(k—1)!
wu+1)...(u+k—1)

B(u, k) = k=1,2,...

Fiir unseren Spezialfall w = s und £ =n — s + 1 ergibt das

_ (n —s)! _n=9)ls=Dr 1
B(s,n—s—i-l)—8(3+1),,.(5+n—s+1—1) ~ n(n—1) _71(::11)’

®Die Betafunktion (Eulersches Integral erster Gattung) ist formal gegeben durch

1
B(u,v):/ te= (1 —t)vLdt.
0

Dieses konvergiert fiir u,v > 0 (und divergiert fiir u < 0 oder v < 0). Ferner gelten

I'(u)T(v)

Blu,v) = T(u+v)

; und: falls w,v=1,2,... so T'(u+1) = ul

mit der Gamma-Funktion I', der Verallgemeinerung der Fakultét.
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Damit haben wir den Normierungsfaktor der interessierenden Betaverteilung.
Der Erwartungswert ist

E(s) = ! )/0 zr® (1 — )" da

B(s,n—s+1

1

1
— (s+1)—-1 1— n=s dIr.
B(s,n—s—l—l)/ox ( z) .

Deshalb berechnen wir noch
(n—s)! ~ (n—s)ls!
(s+1)...(n+1) (n+1)°

B(s+1,n—s+1)=

Wir multiplizieren mit der Normierung und erhalten:

nin—1)lsl(n—s)! s
(s—l)(n—s)(n—l—l) T n+1

(fiir den Spezialfall des Medians ergibt sich natiirlich wegen der Symmetrie
der Gleichverteilung um 1/2 sofort E(&(,11)/2) = 1/2 aus Satz 2.2.9). Fiir die
Varianz berechnen wir analog das zweite Moment des Integrals:

(n—s)! _(n—s)(s+1)
(s+2)...(n+2) (n+2)!

B(s+2,n—s+1)=

Multiplikation mit dem Vorfaktor ergibt:

n(n—1)(s+ 1)l(n — s)! _ s(s+1) _
(s = Dl(n —s)l(n+2)! (n+1)-(n+2)

Die Verschiebungsformel gibt die Varianz:

V(Es) = E(&) —E)”
s(s+1) 52
(n+1)(n+2) (n+1)2

B n+1(®+1n+1n;§?+m)

— (n+1)8(n+2)(sn+s+n—l—1—sn—23)
s(n—s+1)

(n+1)%2(n+2)
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Damit sind die Formeln verifiziert. O

Fiir den Median ist s = (n +1)/2 , d.h.

EM(E, .. &) = 3
I (n+1)(n+1) 1
VIM(&, - &) 4(n+12n+2) 4(n+2)
Es ist
1
E(gz) = 57
! 1 1. 1 1 1 1
V(&) = /0 3520593—;1: 27 1 3 11
0
und daher: 5
V(M(Sh 75”)) = n+2 (€Z>

Wir vergleichen mit
- 1
V(E) = V(&)

und sehen, dal der Median hier schlecht abschneidet. Fiir ein 5 x 5 Fenster
mit n = 25 z.B. ergibt sich mit 02 = V(&;):

— 0'2

V(€) = 5z VIM(&r, ..., 80)) =

o2
25 9
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Konstantes Signal

1 T T T T T T

jil 100 200 300 400 500

Uniform verrauschte Konstante, Sigma 0.2

L T T T T T T

:‘":' F :u'.:.:-..‘. ab.;’ “"‘ &‘:-:‘.'. :;%.*"'..:;:'V.' :.*:‘"".“I.?.:.::‘-:-.:.:.;I‘? hd
) % 4 . -t e Ve YR St AT 7 O
ISRt ~h e S WP MRS S E Lo AR TN A A

100 200 300 400

Moving Average 5 auf uniform verrauschter Konstante

Moving Average 11 auf uniform verrauschter Konstante

1 T T T T T T

Abbildung 2.5: Konstantes Signal, mit additivem zentriertem weiflem auf
[—v/3/5,/3/5] gleichverteiltem Rauschen; die Streuung ist 0,2. Gefiltert mit:
Moving Average bzw. Moving Median der Maskenbreite 5 und Moving Ave-

rage der Maskenbreite 11.
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Moving Median 11 auf uniform werrauschter Konstante

1 T T T T

Mowving Average 5 auf uniform werrauschter Konstante, 5. lteration
1
s F E
o b ]
4 e WPV W o U A V.. PN PO S YV ..V, P ”~
“ o V= W TV NV WORRNSTNAS
a.25 F 3
. L L . . .
0 100 200 300 100 500
Moving Median 5 auf uniform wverrauschter Konstante, 5. lteration
1 T T T T T T
s.en F - - - a - - - =
o i NS S G T N Y ) 2% - -™
- ™) L™ - O Rl W) e
E R R S Ehi i
0.2 - -
15 F E
a9 F ]
108 i 303 1 203
Moving Average 11 auf uniform werrauschter Konstante, 5. lteration
1
s b E
.. .
e ol — —— — —
100 200 E 103 303

Moving Median 11 auf uniform wverrauschter Konstante, 5.

lteration

o 100 200 300 400

500
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Abbildung 2.6: Uniform verrauschtes konstantes Signal aus Abb. 2.5 gefil-
tert mit Moving Median der Maskenbreite 11 sowie nach 5 maliger iterierter

Anwendung dieser Filter.
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Der tiefere Grund dafiir ist, da8l auf den Tails der Dichte der Gleichverteilung
kein Gewicht liegt. Die Wirkung von gleitenden Medianen und iterierten glei-
tenden Medianen auf uniform verrauschte Konstanten ist in den Abbildungen
2.5 und 2.6 illustriert.

Selbst in Standardfillen wie gauflischem weilem Rauschen kann die Varianz
des Medianes nach [19], Example 5.2, nur noch durch numerische Integration
bestimmt werden.

Bemerkung 2.2.15 Allgemein gilt (siehe [19], (5.9)): Der empirische Me-
dian M((&y,...,&,) ist fiir grofe n approximativ A/ (M, 2) - also gauBisch -
verteilt mit Varianz

1
V(M(gla s 7671)) N == 0—3;7

" Anf2(M)
wobei M der theoretische Median ist. Fiir kleine n ersetzt man n durch n+b,
mit b=1/(4f*(M)o?) — 1 :
1
V(M(&,...,&8)) = = —. 2.9
W o™ o apmen - ey Y

Diese Formel ist fiir n = 1 exakt, d.h. der Bruch hat den Wert o2.

Wir betrachten nun Verteilungen mit zunehmenden Gewicht auf den Tails.

Beispiel 2.2.16 (GauBlisches weifles Rauschen) Sind die ¢; gauBisch ver-
teilt gem#B N (u, 0?), so ist f2(M) = 2702 und (2.9) wird zu:

0.2

™
VM(&, . &)~ ————— =, n=1,3,5,....

Die Approximation ist fiir ungerades n sehr gut. Wir stellen dies

gegeniiber: Es ist
V() B 2n+7r/2 —1
VM) 7 n

Der Term (m — 2)/(2n) hat schon fiir eine 3 x 3-Maske einen Wert kleiner
0,57/9 < 0,063. Der Vorfaktor ist etwa 0,64 mit Kehrwert 1,57.

= (2/m)(1 + (m = 2)/(2n)).
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Konstantes Signal

jil 100 200 300 400 500 &00

CGaussisch verrauschte Konstante, Sigma 0.2

Moving Average 11 auf gaussisch verrauschter Konstante

1 T T T T T T

Abbildung 2.7: Konstantes Signal, mit additivem zentriertem weiflem gaufi-
schem Rauschen mit Streuung 0,2. Gefiltert mit: Moving Average bzw. Mo-
ving Median der Maskenbreite 5 und Moving Average der Maskenbreite 11.
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Moving Median 11 auf gaussisch verrauschter Konstante

Moving Average 5 auf gaussisch verrauschter Konstante, 5. lteration

PR Y PPy e 2N AN e NP Lo P N A
=’ TGN NG ARV VW GNAG

bl 100 200 300 100 500

Moving Median 5 auf gaussisch verrauschter Konstante, 5. lteration

Moving Average 11 auf gaussisch verrauschter Konstante, 5. Iteration

100 200 00 400 500

Moving Median 11 auf gaussisch verrauschter Konstante, 5. lteratiaon

0 100 200 300 400 500

Abbildung 2.8: Verrauschtes konstantes Signal aus Abb. 2.7 gefiltert mit Mo-

ving Median der Maskenbreite 11 und nach 5 maliger iterierter Anwendung
der Filter.



2.2. STOCHASTISCHE ANALYSE DES MEDIANFILTERS 47

Also ist V(M(&y,...,&,)) etwa 57% groBer als V(&) (bei gleicher Fenster-
grofle). Fir die Streuung sind es noch etwa 25 %. Man kann das durch grofie-
re Fenster ausgleichen, d.h. n um 57% vergroern. Wir merken an, daf die
Gaufverteilung wenig Gewicht auf den Tails hat. Die Abbildungen 2.7 und
2.8 illustrieren den diskutierten Effekt.

Beispiel 2.2.17 (Laplace-verteiltes Rauschen) Die &; seien doppelt ex-
ponential verteilt (oder Laplace-verteilt) mit der Dichte

1 V2
f(x) = o, P (—7\:6 - ml) :

Da die Verteilung symmetrisch ist, sind Erwartungswert und theoretischer
Median gleich m. Um die Varianz zu berechnen, erinnern wir uns an die
Ezxponentialverteilung zum Parameter A > 0 mit der Dichte

[ Xexp(—Azx) falls >0
() = { 0 sonst

Wir wissen, daf sie den Erwartungswert A~! und die Varianz A2 hat. Daraus
schlieBen wir mit Hilfe der Verschiebungsformel fiir eine exponentialverteilte
Zufallsvariable n, dafl

E(n*) = V(1) + E(n)* = 2/)"
Daraus folgt
/ r? exp(—A\r) dr = 2/)\%.
0

Nun gilt

/ exp(—Az)dr = A1 exp(—)\x)‘go =\ / exp(—A\x) dr = 2/\.
0 —00
Das ist der Normierungsfaktor der Laplace-Verteilung mit A = v/2/0. Wir
fassen dies zusammen:
A 2 A2 2
2

o0 A o0
N 2 o :2_/ 2 _ = _=9.
5 /_Oofz: exp(—Az) dz 2/ x”exp(—Az)dx 3

PR

Mit A = \/§/a ergibt sich also fiir die Varianz gerade o2, was die obige
Schreibweise der Dichte der Laplaceverteilung rechtfertigt. Mit der Approxi-
mation (2.9) erhilt man:
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Konstantes Signal

1 T T T T T T T

jil 100 200 300 400 500 &00

Laplace verrauschte Konstante, Sigma 0.2

Moving Median 5 auf laplace verrauschter Konstante

Moving Average 11 auf laplace wverrauschter Konstante

1 T T T T T T T

Abbildung 2.9: Konstantes Signal, mit additivem zentriertem weiflem La-
placeschem Rauschen mit Streuung 0,2. Gefiltert mit: Moving Average bzw.
Moving Median der Maskenbreite 5 und Moving Average der Maskenbreite
11.
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Moving Median 11 auf laplace werrauschter Konstante
1 T T T

100 200 300 400 200 600

Mowving Average 5 auf laplace werrauschter Konstante, 5. lteration

bl 100 200 300 400 00

Mowving Median 5 auf laplace wverrauschter Konstante, 5. lteration

Moving Average 11 auf laplace verrauschter Konstante, 5. lteration

- — o p— —
“~— e S —
100 200 300 100 230

Moving Median 11 auf laplace wverrauschter Konstante, 5. lteration

a - ! —— -’ el —— -_‘
L™ e —
526 |
s b
s |
. . . . . .
[ 100 200 300 100 590

Abbildung 2.10: Signale aus Abb. 2.9 Gefiltert mit Moving Median der Mas-
kenbreite 11 nach 5 maliger iterierter Anwendung von Moving Average und
Moving Median der Maskenbreite 5 und 11
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202 o?
V(M(&y,...,&0)) =~ = :
(M(& &) 4(n+%— ) 2(n—1/2)
Dies ist etwa halb so groff wie die Varianz o?/n des empirischen Mittels €.
Der Median schneidet hier also deutlich besser ab, als das empirische Mittel.
Wir merken an, daf$ die doppelte Fxponentialverteilung relativ viel Gewicht
auf den Tails hat.

Bemerkung 2.2.18 Es wurde argumentiert, daf der empirische Median ro-
buster als das empirische Mittel ist. Dazu wurde deren Wirkung auf die
Gleich-, Gauf}- und Laplaceverteilung untersucht. In Abbildung 2.11 sind
Dichten von Gleich-, Gauf}- und Laplaceverteilung mit Standardabweichung
0,2 dargestellt®. Offensichtlich nimmt die Masse innerhalb des dargestellten
Bereiches von der Gleich- iiber die Gauf3- zur Laplaceverteilung hin ab und
dementsprechend die Masse auf den Tails zu. Dies wird noch deutlicher in
Abbildung 2.12 illustriert, die einen Auschnitt der beiden Dichten ‘weiter
drauflen’ zeigt.

Wir zeigen, dal der empirische Median fiir die (heavytailed) doppelte
Exponentialverteilung der Maximumlikelihoodschétzer ist (wie dies das em-
pirische Mittel fiir die GauBverteilung war). Wir formulieren den Kern dieser
Beobachtung gesondert.

Satz 2.2.19 Seixy,...,xor11 eine Stichprobe. Dann gilt fiir den empirischen
Median M, dafs
m = M = argmin, Z |z; — al. (2.10)

Beweis Dies ist ein Spezialfall von Satz 2.2.11, sieche auch Bemerkung 2.2.12.
Wir geben noch einen netten direkten Beweis an: Sei o.E. die Stichprobe
geordnet und (aus Griinden der Notation) geeignet numeriert:

Sei a eine beliebige Zahl. Dann gelten

’I'_i—l‘o|+|$z‘—$0| = |IZ—ZE‘_1| |xi—a|—|—|x_i—a|, 1= ]_,...,k',

<
<

|z — o] |zg — al.

6Zentriertes gleichverteiltes Rauschen auf [—v/3/5, v/3/5] hat Standardabweichung 0,2.
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Upniforme Dichte, Standardabweichung 0,2
4

Gaussdichte, Standardabweichung 0,2

.8

S
I

b.s 0.4 b.2 0.z

Laplacedichte, Standardabweichung 0, 2
q
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Abbildung 2.11: Dichten der Gleich-, Gauf3- und Laplaceverteilung mit Stan-
dardabweichung 0,2. Fiir diese Standardabweichung ist die Gleichverteilung

auf dem Intervall [—+/3/5,v/3/5] konzentriert.
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Abbildung 2.12: Ausschnitte der Tails fiir die Gaul- und die Laplacevertei-
lung der Standardabweichung 0,2

Wegen xy = M ergibt Summation

k k
> lwi =M< fa;—al.

i——k i=——k
Damit ist (2.10) verifiziert. O

Wir folgern

Satz 2.2.20 Fir die doppelte Exponentialverteilung ist der empirische Me-
dian der Maximumlikelithoodschdtzer fir Erwartungswert und theoretischen
Median.

Beweis Da die Verteilung symmetrisch um p ist, sind Erwartungswert und
theoretischer Median gleich p und der Satz ist mit (2.10) bewiesen. U

Satz 2.2.13 hat eine weitere interessante Konsequenz. Sie besagt, daf bei
kleinem Rausch-Signalverhéltnis, d.h. wenn das (additive, weile) Rauschen
kleine Streuung hat, sich die Wirkung von empirischem Mittel und empiri-
schem Median nur wenig unterscheiden.

Proposition 2.2.21 Fir Werte x1,...,x, gilt




2.2. STOCHASTISCHE ANALYSE DES MEDIANFILTERS 53

Die Grofe s), ist eine Form der empirischen Streuung. In der Statistik wird
sie allerdings nicht benutzt, weil sie bei quadratintegrierbaren i.i.d. Zufalls-
variablen nicht erwartungstreu fiir die theoretische Streuung

o(&) = VE((& — n)?)

ist. Erwartungstreu fiir o ist vielmehr die empirische Grofle

n

Sp = ! Z(&_g>2

n—1 <
=1

Beweis von Proposition 2.2.21 Wir wenden Satz 2.2.13 auf die Zufalls-
variable £ an, welche die Werte x1, . .., z,, jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/n
annimmt. Fiir & gilt

n

BO =Y s =7, VIO =D (e =01 = ()"

i=1
Also ergibt sich die behauptete Ungleichung. U

Bei i.i.d. Zufallsvariablen ist bei groflerem Stichprobenumfang n die theore-
tische Streuung nahe bei s,, was die vor dem Satz aufgestellte Behauptung
untermauert.

Im Mittel, d.h. im stochastischen Kontext, gilt:

Proposition 2.2.22 Fir integrierbare i.1.d. Zufallsvariablen &y, ..., &, mit

Streuung o gilt
n—1
1/ - 0.
n

Beweis Wir ersetzen in Lemma 2.2.21 die Grofien x; durch die Realisierun-
gen &;(w) der Zufallsvariablen & : Q@ — R. Integration bzw. Bildung des
Erwartungswertes liefert

_ 1 — _ n—1
E(M-&| <E| |~ > (&-8? | =y/— 0

=1

E(IM(&1, -5 &) —€])

IN

dafiir wurde die Erwartungstreue von s, benutzt. Damit ist der Beweis
vollsténdig. O
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Obige Betrachtungen gelten allgemein fiir die Pixel eines Bildes mit einer
konstanten, die Filtermaske enthaltenden Umgebung. Sie legen nahe, dafl der
Medianfilter seine Stéarke bei Verteilungen, die ‘heavy tailed’ sind, beweist.

Wir betrachten nun zwei Beispiele mit impulsartigem nichtadditivem
Rauschen. Insbesondere verschwindet der Erwartungswert der Rauschvaria-
blen nicht. Sei wieder (xs)scs das Idealbild, £ = (&;)ses reprisentiere die
(zufilligen) Daten. Im ersten Fall fiihren alle Fehler zum selben Grauwert.

Beispiel 2.2.23 (Impulsrauschen, fester Wert) Sei S eine Menge von
Zeitpunkten, Pixeln oder Voxeln. Das Signal (x;) sei durch Impuls- oder Ka-
nalrauschen mit festem Fehler gestort, d.h. man beobachtet i.i.d.Zufallsvariablen
&, 5 €S mit

¢ _{ d mit Wahrscheinlichkeit p

Ts mit Wahrscheinlichkeit ¢ =1—p.

Wir betrachten wieder den einfachsten Fall des konstanten Signals z; = ¢ mit
¢ # d. Sei nun A mit ungeradem n = |A| eine Filtermaske um das aktuell zu
bearbeitende Pixel. M(&; : t € A) bezeichne wieder den empirischen Median.
Die Rekonstruktion ist korrekt im Pixel s, d.h. M(§, : t € A) = x4, genau
dann, wenn die Anzahl der Fehler in A hochstens gleich (n — 1)/2 = v ist.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist

P0G e A) =) =Y (F )bt = Q). 2

Die Tabelle 2.1 enthdlt Werte fiir 1 — Q(n,p); diese zeigen, daf§ fiir z.B.
p < 0,3 die Rauschunterdriickung auch fiir kleine Masken recht hoch ist.

Das Kanalrauschen erzeuge nun zuféllige Fehler.

Beispiel 2.2.24 (Impulsrauschen, gleichverteilt) Essei wieder z = (z5)
das Signal. Die Rauschvariablen 7, s € S, seien i.i.d. und gleichverteilt in
[0, d]. Beobachtet werden Zufallsvariablen &, gegeben durch

¢ = Ns mit Wahrscheinlichkeit p
* 1 s  mit Wahrscheinlichkeit 1 — p.

Wir betrachten wieder nur ein konstantes Signal, d.h. wir nehmen ohne Ein-
schrankung an, dafl z, = 0.
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Fehlerrate p 1 — Q(n,p) fir Fenstergrofie n

3 ) 9 25
0.01 0.00030 0.0000099 0.0000000 0O
0.05 0.00725 0.0016000 0.0000330 0.0000000
0.10 0.02800 0.0086000 0.0008900 0.0000002
0.15 0.06080 0.0266000 0.0056300 0.0000170
0.20 0.10400 0.0580000 0.0196000 0.0003700
0.30 0.21600 0.1630000 0.0990000 0.0170000
0.40 0.35200 0.3170000 0.2670000 0.1540000
0.50 0.50000 0.5000000 0.5000000 0.5000000

95

Tabelle 2.1: ‘Mifklassifikationsraten’ 1 — Q(n, p) fiir das Impulsrauschen in
Beispiel 2.2.23

Sei wieder A eine Filtermaske um das aktuelle Pixel mit ungerader Kardi-
nalitéit |A|. Wir indizieren die Zufallsvariablen in A und schreiben &, ... &,
etc. Die Wahrscheinlichkeit korrekter Rekonstruktion ist wie oben in (2.11).
Wir interessieren uns fiir die Rauschunterdriickung. Es gilt:

Satz 2.2.25 Im Modell Beispiel 2.2.24 gilt mit w = (n + 1)/2 fir den Er-
wartungswert der Rekonstruktion, daf

(n—1) /2 k n—k
&) Z T (k>p g,
Unter der Bedingung, daf$ die Rekonstruktion falsch ist, gilt
EM(&r, -5 6n)) IM(E1, - -+, &) # 2s) = BE(M(&, .-, 6))(1 = Q(n, p)).

EM(¢, ...

Beweis Die zufillige Anzahl k der Fehler innerhalb der Filtermaske A um
das Pixel s ist binomialverteilt. Unter der Bedingung {x = k}, da8 innerhalb
der Maske genau k Fehler auftreten, gilt ohne Einschrinkung

(&1, &0) ~ (0., 0,m1, .y ME)),

n—k mal

wobei fiir Zufallsvektoren ¢ und 7 das Symbol & ~ 1 bedeutet, dafl ¢ wie n
verteilt ist. Offensichtlich nimmt der Median den Wert 0 an, wenn weniger



26 KAPITEL 2. MEDIANFILTER

als (n—1)/2 Fehler vorliegen. Sind es mehr, so ist der Median der r-t kleinste
Wert unter den 7y, ..., n mit r = (n+1)/2—(n—k) = k—(n—1)/2, also die r-
te Ordnungsstatistik 7 ) zum Stichprobenumfang k. Zusammenfassend gilt

also
0 falls k< (n—1)/2

M(0,...,0,uq,...,ug) = { M falls &> (n4+1)/2
Wir zerlegen den Erwartungswert nach den Bedingungen {x = k}. Weil
EM|lk=k)=0, k< (n+1)/2,

ergibt dies

n

EM) = > EM|x=k)P(x=k)

k=0
= Y EMrk=kP(k=k) (2.12)
k=(n+1)/2
= > E(gn)P(s =k).
k=(n+1)/2
Gemaf (2.8) gilt
s
und deshalb ok +1
—-n

E —(n— =d —.
(Mk k- (n—1)/2,k)) 211
SchlieBlich ergibt sich durch Einsetzen in (2.12) fiir den Erwartungswert
EM)=d- _ e
(M) 2. k+ 1 (k;)p 1
k=(n+1)/2

Zur Berechnung des bedingten Erwartungswertes setze man in (2.12) statt
P(k = k) die bedingte Verteilung

P(k = k,M # x)
P(M # )

ein. Da die Zufallsvariablen n; den Wert z, fast sicher nicht annehmen, gilt

Plk=kM#zx,) =Pk=k), k>(n+1)/2.

P(k = k|Fehler in s) =
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Damit folgt

B . Pk=k) _ Pk=k)
P(k = k|Fehler in s) = P(M # x,) 1= Q(n,p)

und in Analogie zu (2.12)

n

E(M|Fehler in s) = Z E(n¢y)P(x = k|Fehler in s)
k=(n+1)/2
= (1-Q(n,p)) > E(ne)P(k=k)
k=(n+1)/2

= (1-Q(n,p)) - E(M).

Damit ist auch die Formel fiir den bedingten Erwartungswert verifiziert. [J

Beispiel 2.2.26 Seien in Beispiel 2.2.24 etwa n = 9 und p = 0,2. Dann
sollte der Anteil der Falschrekonstruktionen von 0, 2 auf etwa 1 —Q(9,0,2) =

0,0196 gedriickt werden. Der Erwartungswert sollte von E = 0,5 - d auf
0,187 - d sinken.

2.2.3 Die verrauschte Kante

Die stochastische Analyse von verrauschten Kanten ist natiirlich schwieriger
als die der verrauschten Graufldche. Bei letzterer hatte man es ja mit dem
klassischen Fall von i.i.d. Zufallsvariablen zu tun. Selbst bei unabhéngigen
Rauschvariablen kommen bei Kanten mehrere Mittelwerte ins Spiel.

Ein Beispiel ist die ideale eindimensionale Kante gegeben durch

xi:h'X[l,oo)a 1€ Z, h>0.
Bei additivem Rauschen (7;) hat man das Modell
§i=xi+1n, 1 €L

Sind die n; identisch verteilt wie 7, gilt & ~ n fiir ¢ < 0 und & ~ n + h fiir
1> 1.

Fiir den Median spielt es nur eine Rolle, wie viele Variablen &; innerhalb
der Maske geméafl der einen bzw. anderen Verteilung verteilt sind. Die Geo-
metrie einer Kante - etwa in Z? - beeinflufit den Median nur iiber die Lage des
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aktuellen Pixels und die Form der Filtermaske. Deshalb reduzieren sich die
folgenden Betrachtungen auf Zufallsvariablen &;, die zwar meist unabhéngig
sind, jedoch eine von zwei verschiedenen Verteilungen haben.

Beispiel 2.2.27 Bei additivem gauflischem weiflem Rauschen sind die Be-
obachtungen verteilt geméf

&~ N0, 0%), i<0, & ~N(h,0%), i>1.

In der Nédhe der Kante kommen Variablen beider Verteilungstypen in der
Maske vor.

Ein erstes Qualitétskriterium fiir die Giite einer Rekonstruktion sind die
ersten Momente. Sie héingen nun davon ab wieviele Variablen des jeweiligen
Verteilungstyps in der Filtermaske enthalten sind.

Beispiel 2.2.28 Bei gauflischem weiflem Rauschen lassen sich Erwartungs-
wert und Varianz des empirischen Mittels £ innerhalb einer Filtermaske sofort
angeben. Seien n die Maskenlinge und p die Zahl der N (h, 0%)-verteilten Va-
riablen in der Maske (und deshalb n — p die Zahl der N (0, 0?)-verteilten
Variablen in der Maske). Dann gilt:

& ~ N(hp/n,o?/n).

Beweis der Behauptung in 2.2.28 Wegen der Unabhéngigkeit ist die
Varianz klar. Fiir den Erwartungswert gilt natiirlich

- 1

E(&) (p-h+0-(n—p))=(ph)/n

)
wie behauptet. U

Zur Berechnung von Momenten und anderen Kenngréfien des Medians benéti-
gen wir die Dichte. Diese ist natiirlich nicht einfacher als im homogenen Fall
zu berechnen.

Satz 2.2.29 Seien n unabhdngige Zufallsvariablen &1, ...,&, gegeben. Fiir
p < n haben die Variablen &y, . . ., &, die Dichte f; und die Verteilungsfunktion
F; die Variablen &1, . . ., &, haben die Dichte fo und die Verteilungsfunktion
Fy. Dann hat die s-te Ordungsstatistik n = ) die Dichte

g = g1+ 9o,
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wobei
_ p—1 n—p j ms—j—1 _il1 st 1
_ p\(n—pr—1 j ps—j—1 —j n—p—stj
92 = Z(n—p)(j)(s_j_l)nglFQ (1—F)P (1 — Fy)n P

J

Die Summation erstreckt sich dabei tber alle Binomialkoeffizienten (Z) mat
u>v>0.

Wir skizzieren lediglich die Beweisidee. Die rigorose Umsetzung erfolgt genau
wie in Satz 2.2.29.

Beweisskizze Wir betrachten die infinitesimale Menge
A =[x,z + dx]
0 und die disjunkten infinitesimalen Ereignisse

A; = {genauein &,...,§, in A}
Ay = {genauein §,41,...,&, in A},

sowie die paarweise disjunkten Ereignisse
B; = {genau j der &, ...,§, in (—o0,2), j =0,1,...,p}.

Dann gilt offensichtlich

P(neA)=) P(neA AnNB,).

7:7j

Wir betrachten ein Ereignis in der Summe mit ¢ = 1, also fiir jedes j =
0,1,...,p die Wahrscheinlichkeit

P(genau ein &,...,§, in A, genau j der &,...,§, in (—oo,x)).
Der entsprechende Term in der Summe von g; kommt so zustande:

e Man wihlt ein Element gemé&fl fi; das geht auf p Weisen, d.h. man
bekommt den Faktor p - fi(x).
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e Eine feste Auswahl von j Elementen der ersten Gruppe ist links von x
mit Wahrscheinlichkeit F(z).

e Die iibrigen Elemente der ersten Gruppe liegen rechts von x + dx mit
Wahrscheinlichkeit (1 + Fy(z — dx))P~7~ L.

e Das geht auf (p ;1) Weisen, was den entsprechenden Multiplikator

p(p ; 1) fi(@)F(a) (1= Fi(e + de))" 77
ergibt.

e Nun sind j + 1 Elemente verbraucht. Also miissen genau s — j — 1
Element der zweiten Gruppe links von z liegen; die Wahrscheinlichkeit
ist genau mit der obigen Argumentation

( n _p )FQ(QT)S_j_l(l . FQ([L’ + dl,))n—p—s-i-j-‘rl‘
s—7—1

Multiplikation der einzelnen Faktoren und Summation iiber j ergibt
nun g.

Den zweiten Term g, erhélt man ebenso. 0

Mit Hilfe der Dichte lassen sich nun Momente des Medians numerisch be-
rechnen.

Beispiel 2.2.30 Die Zufallsvariablen &, ..., &, seien unabhéngig und nor-
malverteilt mit Streuung o. Der Erwartungswert von &i,...,&, sei h, der
von {gy1,...,&, verschwinde. Diese Variablen reprasentieren in geeigneter
Anordung einen Signalsprung. Tabelle 2.13 gibt einen Uberblick iiber Er-
wartungswert und Streuung des Medians (mit entsprechender Maskenlénge
2k + 1 = n fiir verschiedene Sprunghohen A, p und n. In allen Féllen ist
o = 1. Abbildung 2.13 veranschaulicht das Verhaltnis der Erwartungswerte
fiir einen Moving Average und einen Moving Median Filter mit Maskengrofie
n = 3, Sprunghthe h =5 und o = 1.

Als weiteres Maf}, um die Kantenerhaltung zu quantifizieren, bietet sich die
erwartete quadratische Abweichung von z iiber die Kante hinweg an:

p+1

€= E((&-).

1=—p
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h
1.0 2.0 3.0 4.0 >5.0

0.305 0.486 0.549 0.562 0.564
0.697 0.760 0.806 0.822 0.826
0.318 0.540 0.626 0.641 0.642
0.424 0471 0.513 0.527 0.529
0.179 0.270 0.294 0.297 0.297
0.551 0.580 0.596 0.600 0.600
0.386 0.676 0.808 0.841 0.846
0.560 0.631 0.705 0740 0.748
0.184 0.286 0.312 0.315 0.315
0.256 0.271 0.280 0.282 0.282
0.391 0.719 0.900 0.944 0.948
0.260 0.295 0.346 0.371 0.375

w
=3
=

25 5

(@)
[\]
2 Ha Hs He Ho s =

25 10

EEEEEEEEEEEE

Q

Tabelle 2.2: Momente des verrauschten Sprunges aus Beispiel 2.2.30

®
Y

Abbildung 2.13: Erwartungswerte des Moving Average (o) und Moving Me-
dian (e) in Beispiel 2.2.30 fiir h =5, n =3 und o = 1.

Numerische Rechnung zeigt, da8 diese Gréfie im Bereich h < 2 (= 20) fiir
das Mittel (erwartungsgeméiB) etwas besser als fiir den Median liegt. Mit
wachsender Sprunghohe wird dagegen der Median erheblich besser (vgl. Plot
n [19], Seite 175).
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Weitere Untersuchungen findet man in [19] und [18].

ldeale Kante Heaviside lunktion

Uniform verrauschte ideale Kante
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Abbildung 2.14: Heavisidekante der Hohe 1, uniform verrauscht mit Erwar-
tungswert 0 und Standardabweichung 0,2

"Letzteres Papier liegt dem Autor nicht vor.
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Moving Average 5 auf uniform wverrauschter Kante

=e AN TN e
. ra

Moving Median & auf uniform wverrauschter Kante

Abbildung 2.15: Signal aus Abb. 2.14 gefiltert mit Moving Average und Me-
dian der Lange 5. Standardabweichung des Rauschens 0.2
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Moving Average 11 auf uniform wverrauschter Kante
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Moving Median 11 auf uniform wverrauschter Kante
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Moving Average 5 auf uniform wverrauschter Kante, 5. lteration

-
.
.

Abbildung 2.16: Uniform verrauschte Kante gefiltert mit: Moving Average
bzw. Moving Median der Maskenbreite 11. 5. Iteration des Moving Average
der Breite 5
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Moving Median 5 auf uniform wverrauschter Kante, 5. lteration
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lteration

65

Abbildung 2.17: Uniform verrauschte Kante nach 5 maliger iterierter Anwen-
dung von Moving Average der Breiten 5 und 11, sowie des Moving Median

der Breite 11.



66 KAPITEL 2. MEDIANFILTER

Gaussisch wverrauschte ideale Kante
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Abbildung 2.18: Gauflisch verrauschte Kante, gefiltert mit Moving Average
und Median der Lénge 5. Standardabweichung des Rauschens 0.2
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Moving Average 11 auf gaussisch verrauschter Kante

25 B 5 100 125 150 175

Moving Median 11 auf gaussisch werrauschter Kante

- . P el B

25 50 5 100 125 150 175

Moving Average 5 auf gaussisch wverrauschter Kante, 5. lteration
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Abbildung 2.19: Gauflisch verrauschte Kante gefiltert mit: Moving Average
bzw. Moving Median der Maskenbreite 11. 5. Iteration des Moving Average

der Breite 5
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Moving Median 5 auf gaussisch wverrauschter Kante, 5. lteration

o 25 50 75 100 125 150 175

Moving Average 11 auf gaussisch verrauschter Kante, 5. lteration

o 20 40 &0 BO 100 120 110

Moving Median 11 auf gaussisch wverrauschter Kante, 5. lteration

Abbildung 2.20: GauBisch verrauschte Kante nach 5 maliger iterierter Anwen-
dung von Moving Average der Breiten 5 und 11, sowie des Moving Median
der Breite 11.
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Laplace wverrauschte Konstante, Sicma 0.2
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Abbildung 2.21: Laplace verrauschte Kante, gefiltert mit Moving Average
und Median der Lénge 5. Standardabweichung des Rauschens 0.2
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Mowving Average 11 auf Laplace wverrauschter Konstante

o zh ] ih 100 125 150 Lih

Moving Median 11 auf Laplace wverrauschter Konstante
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Moving Average 5 auf Laplace wverrauschter Konstante, 5. lteration

Abbildung 2.22: Laplace verrauschte Kante gefiltert mit: Moving Average
bzw. Moving Median der Maskenbreite 11. 5. Iteration des Moving Average
der Breite 5
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Moving Median 5 auf Laplace werrauschter Konstante, 5. lteration

a 25 50 75 100 125 150

Moving Average 11 auf Laplace verrauschter Konstante, 5. lteration

175
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Mowving Median 11 auf Laplace werrauschter Konstante, 5. lterat

ion

Abbildung 2.23: Laplace verrauschte Kante nach 5 maliger iterierter Anwen-
dung von Moving Average der Breiten 5 und 11, sowie des Moving Median

der Breite 11.
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Kapitel 3

Bayessche Modelle

Wieder geht es um die Rekonstruktion eines im allgemeinen unbekannten
Idealbildes x aus einem Datensatz y. Dabei stellt man sich vor, daf§ die
Daten eine gestorte Version von z darstellen. Die Zuordnung eines x zu y
stellt ein inverses Problem dar, das praktisch nie eindeutig 16sbar ist. Um
die Losungsmenge einzuschrinken, stellt man Zusatzbedingungen, die ein
gewisses Vorwissen iiber oder Erwartungen an die Rekonstruktion widerspie-
geln. Eine Moglichkeit dies zu tun, ist die Angabe einer Giitefunktion fiir
x. Diese wird so aufgebaut, dafl Bildern x mit unerwiinschten Eigenschaf-
ten eine geringe Giite und solchen mit erwiinschten Eigenschaften eine hohe
Giite zugeordnet wird. Unter allen Bildern entscheidet man sich dann z.B.
fiir dasjenige als Rekonstruktion, welches einerseits zu den Daten pafit und
andererseits die beste Giite hat.

Offensichtlich hédngt die Rekonstruktion nun von der (z.B. subjektiv)
gewdhlten Giitefunktion ab. Der Wahl dieser Funktion entspricht im klas-
sischen Fall die (ebenfalls subjektive) Auswahl von Filtern.

Umfassende Darstellungen der bayesschen Bildanalyse findet man in den
Monographien von B. CHALMOND (2000), [8], X. GUYON (1995), [14], und
G. WINKLER (1995), [32] (]33] fiir die Volksrepublik China).

3.1 Einleitung: Bewertung von Bildern
Im né&chsten Unterabschnitt verschaffen wir uns anhand von Binérbildern ei-
ne grobe Vorstellung davon, was die Bewertung von Bildern bedeuten kénnte.

Im zweiten Teil diskutieren wir einen speziellen Ansatz zur kantenerhalten-

73
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den Glattung etwas genauer.

3.1.1 Qualitdt und Datentreue

Um eine Vorstellung von der Wahl einer Giitefunktion zu bekommen, be-
trachten wir ein einfaches Beispiel. Gegeben seien die ‘Bilder’ in Abbildung
3.1 Wir wollen die Muster nach dem Kriterium ‘Glattheit’ bewerten: Glat-

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] O [ ]
[ ] [ [ ] [ [ ] [ ] O [ ] O
[ [ [ [ [ ] [ [ O [
® [ ] ® [ [ J @) O ® O

erstklassig ordentlich katastrophal

Abbildung 3.1: Glatte und rauhe Muster

te Muster sollen gute (=niedrige) Noten und rauhe Muster schlechte Noten
bekommen. Verbal konnten wir von links nach rechts die Noten ‘erstklassig’,
‘ordentlich” und ‘katastrophal” vergeben. Wir suchen aber ein quantitatives
GiitemaB. Denkbar wére z.B. die Anzahl von benachbarten Pixeln (in hori-
zontaler und vertikaler Richtung) mit verschiedenen Farben. Dies gébe die
Noten 0, 2 und 17 statt erstklassig, ordentlich und katastrophal. Um dies

s, t . Pixel
s~t : Nachbarn
o o .
S t T : Idealwert in s
Ys :  Beobachtung in s

Abbildung 3.2: Pixelgitter, Pixel und die elementare ‘néchste Nachbarschafts-
beziehung’, d.h. nidchste Nachbarn eines Pixels sind die geometrisch néchsten
Pixel in 6stlicher, nordlicher, westlicher und siidlicher Richtung

formal hinschreiben zu konnen, bezeichnen wir die Pixel mit s,¢,... und
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schreiben s ~ ¢, wenn s und t benachbart sind (dies ist in Abb. 3.2 veran-
schaulicht).

Die Farbe in Pixel s sei x5, = (25) sei das ganze Muster. Dann entsteht die
obige Bewertung als Auswertung der Funktion

G(r) = ZX{{a,b}:a¢b}({ZEs>$t})~

s~t

Aus historischen Griinden und aus Griinden der Konvention wahlen wir eine
dquivalente Beschreibung. Wir setzen x, = £1, und

G(z) = — Z TsTy. (3.1)

Die Terme —x,x; nehmen dann fiir gleiche Paare den Wert -1 und fiir un-
gleiche Paare den Wert 1 an. Die Muster in Abb. 3.1 bekommen dann die
Bewertungen -17, -13 und +17. Offensichtlich gehen die beiden Modell durch
die Beziehung —z,2; = 2X{a,b}:a¢0} ({¥s, 2+ }) — 1 auseinander hervor. Das Mo-
dell in (3.1) kommt aus der statistischen Physik und ist unter dem Namen
Ising Modell bekannt. Es wird weiter unten ausfiihrlicher diskutiert werden.

Der natiirliche Rahmen, um Datenquellen, Vorinformation und Regula-
ritdtsbedingungen zu verkniipfen ist das Bayessche Paradigma®, auf das wir
in bélde zuriickkommen werden. In seinem Rahmen kénnen sinnvolle Schétzer
fiir « formuliert und begriindet werden. Im Anschluff daran muf8 die Berech-
nung dieser Schéitzer diskutiert werden.

Um hiervon eine Idee davon zu geben, fithren wir das Beispiel fort. Sei un-
ser Bewertungsmafstab fiir die Qualitéat eines Bildes durch das grobe Kriteri-
um (3.1) gegeben. Wir nehmen nun an, daf§ wir ein Bild y = (ys) beobachten.
Dieses sei aus irgendeinem - uns nicht bekannten - & = (Z;) hervorgegangen.
Bei diesem Vorgang wurden die Werte Ty moglicherweise verfilscht, indem
z.B. ein (zufilliges) Rauschen n = (n,) addiert wurde:

Ys = T +778

Wir suchen nun eine Approximation z* = (z%) von Z. Wenn wir nichts tiber &
wissen, ist dieses Unterfangen hoffnungslos. Nehmen wir andererseits an, dafl
wir wenigstens wissen, dafl das Bild ‘glatt’” und das Rauschen moderat ist.
Dann sollte einerseits die Approximation & unter der Bewertung G in (3.1)

! Paradigma: Beispielhafte Vorgehensweise
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gut abschneiden und sich andererseits nicht all zu sehr von der Beobachtung
y unterscheiden. Die Abweichung eines Musters  von y kénnen wir durch
irgend ein Abstandsmafl messen, z.B. durch die quadratische Abweichung

Dy, 5) = 3 (s = 9 (= Y ol 1))

S

oder die absolute Abweichung

Du(wy) =3 Jos =l (= Y di(werns)).

Es ergeben sich

0 falls a=0b 0 fallsa=0
d2(“’b)_{ 4 falls a#b dl(“’b)_{ 2 falls a£b
0 fallsa=0
_ab+1_{ 2 falls a0 @O=HEL

Jedenfalls halten wir fest, daf3
Di(x,a) = —c- szys +d, ¢>0. (3.2)

ist. Die konstante Verschiebung der Bewertungsskala um d spielt inhaltlich
keine Rolle, die Konstante ¢ steuert die Stéirke der Datentreue. Also kénnen
wir uns im gegenwértigen Falle von Binérbildern und additivem pixelweisem
Rauschen auf einen Datenterm der Gestalt (3.2) beschrénken.

Die Bildqualitét bewerten wir also mit Hilfe von (3.1). Wir kombinieren
sie nun mit der Datentreue in der Funktion

H(z) = G(x) + D(z,y),

und erhalten

H(x)=— (Z Ty +C- Z msys) . (3.3)

s~1 s
Auf diese Weise haben wir nun die Forderungen nach Regularitéit und Daten-
treue in einer Zielfunktion kombiniert; in diesem Sinne wiére ein z* optimal,
welches H minimiert. Uber die Konstante ¢ wird das Gewicht von Datentreue
gegeniiber Regularitit gesteuert. Im néchsten Abschnitt verallgemeinern wir
dieses Modell auf mehr als zwei Intensitéatsstufen.
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Beispiel 3.1.1 Wir illustrieren die Methode am Beispiel der Restauration
einer verrauschten Strichzeichnung (cf. Abb. 3.3). Die Restauration ist eine
Minimalstelle der Funktion

H(:U)z(—ﬁszxt+ thS )—i—%ln(lp%p) szys , (3.4)
. , s

—_— . ——
Ising Modell ~ duBeres Feld ¢in (3-2)  Summe in (3.2)
Isingmodell mit duflerem Feld Datenterm

wobei 3 die Stdarke der Glattung steuert, p das Rauschen charakterisiert
(mehr dazu spéter) und y eine gegebene Beobachtung bezeichnet. Die Summe
im zusétzlichen Term z&dhlt im wesentlichen die Pixel einer ausgezeichneten
Farbe - etwa die schwarzen. Mit dem Parameter h 148t sich die Tendenz zu
dieser Farbe steuern. Der Datenterm ist von der oben abgeleiteten Gestalt,
wobei sich der multiplikative Faktor $1In (p/(1 — p)) iiber das bayessche Pa-
radigma aus der Gestalt des Rauschens ergibt (vgl (3.2.7). Wir gehen in
Abschnitt 3.2 ndher darauf ein.

Modelle vom Typ in (3.3) treten unter verschiedenen Namen und in verschie-
denem Zusammenhang auf. In der Numerik wird der erste Term manchmal
als Regularisierung bezeichnet (meist fiir stetige Funktionen) und in der Sta-
tistik erscheinen sie als haufig als penalized likelthood. Wir werden sie in den
Rahmen der bayesschen Statistik einbetten, wo sie als Exponenten von a
posteriori Verteilungen bei Exponentialverteilungen auftreten.

3.1.2 Ein Beispiel: kantenerhaltende Glittung

Wir sehen uns ein Beispiel an, bei dem zunéchst (scheinbar) die Stochastik
immer noch keine Rolle spielt. Abbildung 3.2 veranschaulicht eine elementare
Situation und fafit einige Bezeichnungen zusammen.

Beispiel 3.1.2 Wieder sei die Giite eines Bildes sei seine Glattheit. Eine
Moglichkeit diese bei Binérbildern zu quantifizieren ist die Giitefunktion
(3.1). Fiir mehrere diskrete oder fiir reelle Werte bietet sich die Funktion

G(z) =B (rs— )% B>0

an. Sie ist offensichtlich nichtnegativ und verschwindet genau fiir konstante
Muster z. Jedes Paar s ~ t mit hoher Grauwertdifferenz verschlechtert die
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Abbildung 3.3: Comic-Figur Ratbert. L.o.: Original, r.o.: verrauscht, lLu.:
Minimalstelle von (3.4) fiir die Parameter § = 0,99, h = —0,087 und p = 0, 2,
y ist das Bild rechts oben, r.u.: Minimalstelle von (3.4) fiir 8 = 1 und h = 0.
Bild: F. Friedrich, Heidelberg

Bilanz betriichtlich. Wir beobachten, da G der Funktion a — Y~ (x5 — a)?
entspricht, die durch Z minimiert wird. G wird nun ergédnzt durch einen Term,
welcher die Datentreue mifit, etwa

D(l’, y) = Z(ys - xs)Q
S
was zusammen die Funktion

H(Z‘|y) = G(I‘) + D(xa y) = ﬁZ(ms - -Tt)2 + Z(ys - xs)z

s~1
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ergibt. Fiir gute x miissen sich nun Glattheit und Datentreue die Waage hal-
ten. Die Bedeutung beider Kriterien kann iiber den Parameter § gesteuert
werden. Das Resultat argmin, H (z|y) wird jedenfalls eine glatte Approxima-
tion der Daten sein, gegebenenfalls mit verschmierten Kanten. Riickblickend
stellen wir fest, dafl wir eigentlich nicht ’Glattheit’, sondern "Konstantheit’
als Giitekriterium gewihlt haben.

A. BLAKE und A. ZISSERMAN (1984), [5], schlagen einen physikalisch mo-
tivierten Ausweg vor. Das Bild x wird als elastische Membran mit Affinitét
zu den Daten y, gedacht. In Ruhestellung ist diese moglichst kurz, also kon-
stant. Der von einer Streckung verursachte Energiezuwachs wird durch das
Quadrat der ersten Ableitung ausgedriickt. Die diskrete Richtungsableitung
zwischen s und einem benachbarten ¢ ist (x5 —x;)/h ist der Streckungsfaktor
der Membran. Im vorliegenden Fall ist h = 1 und somit ist die Membran
zwischen s und ¢ um |z; — x| ldnger als im Ruhezustand. Der entsprechende
Term ist also (z, — x;)* (wie gehabt). Die Membran darf nun brechen, wenn
die Daten dies erzwingen. Jeder Bruch fiihrt zu Energiekosten a. Anderer-
seits eliminiert er die Streckungsenergie zwischen den Pixeln. Dazu fiithrt
man Schaltervariablen by, ein, welche die Glédttung aus- und das Brechen
einschalten: Fiir benachbarte Pixel s, gemifl der Skizze definieren wir die
Mikrokante s ~ t als das Element des dualen Gitters zwischen s und ¢. Fiir
die Mikrokanten definieren wir die Schaltervariablen

fir s ~ t.

b — 0 keine Kante zwischen s und ¢
st 1 1 Kante zwischen s und ¢

Die resultierende Giitefunktion ist

H<x7 b) = Z )‘Q(xs - xt>2 (1 - bst) + aby + Z(ys - xs>27

ot Glattung ein/aus Penalty ;,_/
> ~~ Datenterm D
h)\a

wobei die Konstanten aus der Physik kommen. Wir diskutieren: Ist d =
A (zs — x)? > a, so lohnt es sich, die Strafe « fiir by zu bezahlen, d.h. der
Glattungsterm wird ausgeschaltet. Ob dieser Fall sich lohnt, hangt wiederum
vom Datenterm (y, —z,)? ab. Wird umgekehrt von diesem Term ein kleines d
favorisiert, so lohnt sich der Bruch nicht und d wirkt wie im letzten Beispiel.
Wir werden an dieser Stelle noch nicht auf die Minimierung von H eingehen.
Der erste Schritt dorthin ist jedoch von eigenstédndigem Interesse.
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Fiir eine Minimumstelle (z*, b*) von H gilt

D(z*,b%) + Y haa(zl — 7, b))

s~1
= nglbn D(z) + ; haa(xs — ¢, bst)
= min D(x) + ; bsrtnzlgl hyo(s — 21, bst)
= minD(z) + Z min{\*(z, — ;)% a}
s~t
= min D(z) + Z o(xs — 1)
s~1

die Funktion ¢ ist dabei gegeben durch
©(A) = min{\?A? a}. (3.5)

Um z* zu berechnen geniigt es also, eine Minimierung nur in der Komponente

Abbildung 3.4: Die ‘Topffunktion’

x durchzufithren. Die zweite Komponente b* der Minimalstelle (z*,b*) ist
dann eindeutig rekonstruierbar:

by, =1 < |z, — 14| > 0(= Va/N).

Bemerkung 3.1.3 Im Zusammenhang mit Schétzern hatten wir Mafle fiir
die Abweichungen der Schéitzer von den Daten betrachtet. Sie waren gegeben
durch Funktionen des Typs

ar— Zw(m’i — a),
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v

Abbildung 3.5: Hohenlinien von (z5) — Y., p(xs — x4) + >, (ys — x5)? fiir
S ={1,2} und ¢ aus (3.5) in den Koordinaten z; und z5. Der Datenvektor
(y1,y2) bildet den Mittelpunkt der konzentrischen Kreise, d.h. die Basis der
nach oben gedffneten Parabel. Sie wird {iberlagert durch den von ¢ verur-
sachten ‘Graben’ entlang der Diagonale.

sogenannten Verlustfunktionen. Schitzer wurden als Minimalstellen von Ver-
lustfunktion charakterisiert. Fiir ¢)(u) = u® wurde die Verlustfunktion durch
das empirische Mittel Z minimiert, fiir ¢»(u) = |u| durch den empirischen Me-
dian (vgl. Bemerkungen 2.2.1 und 2.2.12). Der empirische Median erwies sich
als robuster als das empirische Mittel, was dadurch erkldrt wurde, daf} die
Betragsfunktion weniger steil ansteigt als das Quadrat. Nun sind wir noch
radikaler und setzen obige Topffunktion ¢ fiir ¢ ein; ¢ ist fiir grofe |u| sogar
konstant. Davon erwarten wir uns noch stiarkere Robustheit mit den entspre-
chenden Konsequenzen fiir die kantenerhaltende Glattung. Die entsprechende
Verlustfunktion wurde von F.R. HAMPEL, [15], vorgeschlagen.
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Abbildung 3.6: Der Graph der Funktion (z;) — Y., _, p(@s—x1)+ > (ys— )
aus Abb. 3.5 von unten gesehen.

3.2 Das Bayessche Paradigma

Im obigen Beispiel wurden Regularititsforderungen durch eine Giitefunktion
H ausgedriickt und durch einen Term ergénzt, der Datentreue fordert. Dabei
wurde die spezielle Natur des Rauschens nicht diskutiert.

Wir beschreiben nun, wie Regularitatsforderungen und das Wissen um
die statistischen Eigenschaften des Rauschens im Rahmen der bayesschen
Statistik verkniipft werden konnen.

3.2.1 Einfithrung

Seien X und Y Mefriaume, I7 ein Wahrscheinlichkeitsma8 auf X und P(z,y)
eine Ubergangswahrscheinlichkeit von X nach Y.

Wir nehmen zunéchst an, dafl beide Rdume endlich sind und I strikt
positiv ist. Dann wird durch

H(z,y) =II(x)P(z,y), z€ X, yeY,

eine gemeinsame Verteilung auf X x Y definiert. Offensichtlich sind 11 (y|x) =
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Abbildung 3.7: Minimierung von (z5) — >, ©(xs — 1) + > (ys — x5)*.
Obere Reihe: links: die Daten y; mitte: eine Minimalstelle x*; rechts: die
zugehorigen Kanten b*. Untere Reihe: Surfaceplots, links: der rechten unteren
Ecke von y; rechts: der rechten unteren Ecke von z*; auflerdem: die in diesem
Beispiel verwendete Funktion ¢(u) = —1/(1 + (u/d)?). Bild: F.Friedrich,
Heidelberg
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P(z,y) und o
x??/
(z|y) = (X x ()

Interpretieren wir z als Parameter (in der Statistik meist mit ¢ bezeichnet)
und y als Beobachtung, so erlaubt diese Formel Riickschliisse von der Beob-
achtung auf den zugrundeliegenden Parameter. I7|X modelliert ein Vorwissen
iiber die Parameter oder (weiche) Regularitatsforderungen; nach Beobach-
tung von y wird II zu I1(-|y) modifiziert. Deshalb heifit II die a priori und
II(-|y) die a posteriori Verteilung.

Diese Art der Verkniipfung von Vorwissen und Daten ist weit flexibler
als die im oben geschilderten Zugang. Zum ersten konnen beliebige Formen
des Rauschens modelliert werden und zum zweiten steht die gesamte Schétz-
theorie (angewandt auf die a posteriori Verteilung) zur Verfiigung.

Fiir Verteilungen mit Dichten ist der Zugang analog.

Beispiel 3.2.1 Sei die a priori Verteilung gegeben durch

II(z) = %exp <— Z(ms - xt)z) , 2= Zexp (— Z(zs - zt)2> :

s~ s~t

Das Rauschen sei additiv, weif3, gauflisch, also

1 1 ,
P(z,dy) = Tomomn P (‘T‘Q > (ys — ) ) dy.

S

Dann gilt

H<dx‘y) X exp <_ {6 Z(xs - -Tt)2 + Z(ys - 1'5)2}) d.

s~t

Verteilungen der Art I71(x) o< exp(—H (x)) nennt man Gibbssche Vertei-
lungen. Die Funktion H heifit dann FEnergiefunktion. Die Normierungskon-
stante Z = ) exp(—H(z)) heiBt Zustandssumme. Da Gibbsverteilungen
strikt positiv sind, sind sie nicht vollig allgemein. Andererseits 148t sich jede
strikt positive Verteilung mit H(z) = —In II(x) — In(Z), wobei Z eine posi-
tive Zahl ist, als Gibbsmaf schreiben. Es ist namlich exp(—H) = II - Z; Z
ist dann notwendig die Zustandssumme.

Analog gilt fiir die a posteriori Verteilung
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Proposition 3.2.2 Ist P(z,dy) eine beliebige strikt positive (Zdhl-) Dichte
fe(y)dy und I1(x) < exp(—H (x)) ein Gibbsmaf, so gilt

[ (zly) oc exp(—{H(z) — In(f,(2)})

Beweis Man multipliziere aus. O

3.2.2 A priori Verteilungen: Beispiele

Wir ergénzen die obigen Beispiele durch einige klassische Modelle. Alle sind
von der Gibbschen Gestalt

II(z) x exp(—H(z)), II(dx) < exp(—H (x))dz,

je nachdem, ob es sich um diskrete Verteilungen oder Verteilungen mit Dich-
ten handelt. Somit geniigt es, die jeweiligen Energiefunktionen H anzugeben.

Wir beginnen mit Bindrbildern mit zweiwertigen z,. Meist gilt also X =
{—1,1}* oder X ={0,1}*.

Beispiel 3.2.3 (Das Ising Modell) Das Ising Modell Energiefunktion

H(z) = —Bszxt, g >0,

s~t

wobei x; = £1. Offensichtlich hat H zwei Minima 27 = 1 und 2} = —1 mit
dem Funktionswert:

H(z") = —Bl{(s,t) € S x S:s~t}.

Jedes Nachbarpaar s ~ t mit x, # x; verschlechtert die Bilanz um 23. Somit
ist
(H(z) — H(z"))/20

die Zahl der ungleichen Nachbarn, also die Konturldnge. Konfigurationen
mit niedrigem H(x) haben also kurze Konturen, dhnlich wie im Modell von
Blake & Zisserman. Wir hatten erwéhnt, dafl dies eine gewisse Regularitéat
der Konturen erzwingt. Der Parameter (3 steuert den Grad der Regularitit.
An diesem Beispiel sieht man ein typisches Phdnomen dieser Modelle: Neben
den Minima gibt es eine Vielzahl lokaler Minima, die sich im Wert nur wenig
von den Minima unterscheiden - in diesem diskreten Fall nennen wir x ein
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lokales Minimum, wenn die Anderung in einem beliebigen Pixel - d.h. einer
Koordinate von X = {—1,1}* - den Wert von H nicht verschlechtert. So
haben in einem n x n Gitter S alle Bilder x, welche in zwei gleichfarbige
Teile, getrennt durch eine senkrechte oder waagerechte Gerade, denselben
Wert

a= H(z")+20n.

Flippt man das duflerste Pixel auf der Trennlinie, so verschlechtert sich der
Wert um 23. Frast man die Linie sukzessive ab, so bleibt H gleich, um
dann beim letzten Pixel wieder um 23 auf a herunterzuspringen. Qualitativ
betrachtet hat die Energiefliche grofie Plateaus mit vielen flachen lokalen
Minima und zwei flachen (globalen) Minima. Die Beziehung zu

—’YZ —xt

s~

ist klar. Das Quadrat liefert nur die Werte 0 und 4. Also wird H durch geeig-
nete Wahl von v und Addition einer Konstante in H iibergefiihrt (Addition
einer Konstante éndert I7 nicht). Ebenso ist dquivalent:

0 fallsu =0
_VZ(’O _xt (u): { 1 sonst.
s~t

Das Ising Modell mit duflerem Feld ist gegeben durch

:—521' xt+72x3.

s~t

Hier werden die Werte zusétzlich - je nach Vorzeichen von y - in eine Richtung
getrieben.
Das Modell stammt aus der Physik, wo es die Gestalt

H(x JZxSIt mBZxS

s~t

hat. J ist eine Materialkonstante, 1" die absolute Temperatur, k& die Boltz-
mannkonstante, m héngt wieder vom Material ab und B quantifiziert ein
aufleres magnetische Feld. J > 0 treibt die x, in dieselbe, J < 0 in entge-
gengesetzte Richtung. Interpretiert man die z; als Richtung von Spins - oder
Elementarmagneten - in einem Kristallgitter S, so entspricht J > 0 einem
Ferromagneten und J < 0 einem Antiferromagneten.
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Das Modell ist nach (dem Deutschen) E. Ising benannt, der es in seiner
Doktorarbeit 1925 bei W. Lenz untersucht hat (und teilweise falsche Schliisse
von Dimension 1 auf héhere Dimenion zog; dadurch wurde die statistische
Physik um Jahre zuriickgeworfen).

Beispiel 3.2.4 (Das Potts-Modell) Bei endlichem Grauwertevorrat G ist
eine weitere natiirliche Verallgemeinerung des homogenen Isingmodells das
Potts-Modell

H(z) = _BZX{%:%} = 62@(375 — 1) = —Bls ~t:xs = a4

s~t s~t

—1 fallsu =0
plu) =19

wieder mit

sonst.

Fiir spitere Zwecke bemerken wir: Ersetzen wir dieses ¢ durch
v=2-p+1, dh (0)= -1, ¥(u) =1 sonst,

so entsteht fiir Parameter (/2 ein dquivalentes Modell (d.h. die Energie
andert sich nur um eine Konstante und somit wird das selbe Gibbsmaf} in-
duziert).

Beispiel 3.2.5 (Allgemeine Bindrmodelle) 'Glattheit’ kann man jetzt
verallgemeinern: Im Ising-Modell bedeutet es ja die Ndhe zu den zwei kon-
stanten Mustern. Diese konnen wir durch beliebige Muster (und ihre Inverse)
ersetzen, indem wir die Vorzeichen der Terme x,x; geeignet wéhlen:

H(z) = sztxsart, vy = 1.

s~t

Noch allgemeiner kann man die Stirke der Ahnlichkeit lokal steuern durch

H(z) = Zastxsazt, ag € R.
s~t
oder noch allgemeiner

H(zx) = Z (g Ty + Z (sTs.

s~t
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Abbildung 3.8: Verschiedene Muster durch den Gibbsampler aus verallgemei-
nerten Texturmodellen erzeugt (vgl. Bsp. 3.2.5). Bild: F. Friedrich, Heidel-
berg
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Durch solche Modelle lassen sich beliebige bindre Muster charakterisieren.
Die Modelle lassen sich auch in mannigfacher Weise auf mehr als zwei In-
tensitétsstufen verallgemeinern (vgl. z.B. G. WINKLER, (1995), [32]. Da wir
uns in diesem Text nicht mit Texturanalyse beschéftigen, begniigen wir uns,
die Syntese von Texturen anhand einiger Beispiele zu illustrieren, vgl. Abb.
3.8.

Wir schliefen diesen Abschnitt mit einem Modell, welches D. und S. Ge-
man 1984 unabhéngig von Blake & Zisserman entwickelten, das aber auf
dghnlichen Ideen beruht.

Beispiel 3.2.6 (Das Modell von Geman und Geman) D. und S. GE-
MAN (1984), [12], schlugen ein viel beachtetes bayessches Modell zur kan-
tenerhaltenden Glattung vor. Die Grundidee ist die gleiche wie bei BLAKE
& ZISSERMAN, deren Modell unabhéngig zur selben Zeit entwickelt wurde.
Es gehen wieder Intensitédtsvariablen z, und Kantenvariablen by ein. Die a
priori Energie setzt sich aus zwei Teilen zusammen:

H(z,b) = Hy(x,b) + Hy(b). (3.6)
Der erste Term ist wieder fiir An- bzw. Abschalten der Glattung zustéindig:

Hy(2,0) =9 ) p(r, — ) (1 = by), 0> 0.

s~t

Wir beginnen mit einer besonders einfachen Funktion ¢, ndmlich
p(0)=—1 and ¢(u)=1 sonst,

die wir schon im Zusammenhang mit dem Potts Modell kennengelernt haben.
Die Terme in der Summe nehmen die Werte —1, 0 oder 1 geméf folgender
Tabelle an:

Kontrast

Kante || nein ‘ ja
an 0 0
aus -1 1

Dies Autoren halten diese Funktion bei wenigen Graustufen (etwa weniger
als 15) fiir sinnvoll. Fiir groflere Grauwertebereiche schlagen sie Funktionen
vom Typ des fritheren ¢ vor, z. B.

2

ou)=1-— 15 (a/or (3.7)
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Der Term
Hy(b) = —yW (D), v >0, (3.8)

dient als Organisationsterm fiir glatte Kantenverldufe. Die Funktion W z&hlt
ausgezeichnete lokale Kantenkonfigurationen (vgl. Abbildung 3.9)) und ge-
wichtet sie je nach dem Grad ihrer Regularitdt. Glatte Flichen enthalten
keine Kanten und deshalb bekommen leere Kantenkonfigurationen grofie Ge-
wichte wg. Entsprechend bekommen glatte Kantenstiicke hohe Gewichte w; <
wo; Knicke und T-formige Stiicke werden mit ws < ws < w; schlechter be-
handelt und blinde Enden oder Kreuze werden durch w, < w3 bestraft. Die
lokalen Kantenkonfigurationen sind in Abbildung 3.9dargestellt. Man kénn-
te noch einen Term fiir Zusammenhang einfiigen; das Modell wiirde dann
wesentlich komplizierter.

Abbildung 3.9: Ausgewéhlte lokale Konfigurationen aktiver Mikrokanten

Die a priori Energie ist nun spezifiziert. Sie wird schlieSlich durch den Da-
tenterm ergdnzt, der z.B. bei weilem gauBischem Rauschen wie bei BLA-
KE& ZISSERMAN aussieht.

Das Modell von A. BLAKE & A. ZISSERMAN war

H(z,b) =X (z,—2)" (L =ba) +a Y by + Y (z—ys)  (3.9)

s~ s~t s

Es kann als der Spezialfall von (3.6) fiir v = 0 in (3.8) und mit

o(u) = — o

aufgefafit werden: Es gilt fiir n € N, daf3
(s — 2)* (1 — by) + aby = ((J;S — 1) — a) (1 —bgy) + a;

Also unterscheidet sich (3.9) von (3.6) nur durch die additive Konstante
I{s ~ t}|a, die das entsprechende Gibbsmaf jedoch nicht dndert.
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Abb. 3.10 zeigt ein hiibsches (und arbeitsintensives) Beispiel, wie mit sol-
chen Modellen etwa Kanten extrahiert werden konnen. Das Hauptproblem
besteht in der Bestimmung der Parameter, die noch nicht abschlieBend ge-
klart ist. Die Arbeit wurde von FELIX FRIEDRICH, Heidelberg, getan.

Abbildung 3.10: Links: Original, rechts: Kantenextraktion mit einem Kan-
tenmodell vom Typ Beispiel 3.2.6. Bild: F. Friedrich, Heidelberg

Zunéchst ist allerdings nicht klar, wie etwa Minima der Energiefunktion in
den betrachteten Modellen berechnet werden sollen. Dies wird uns spéter
noch beschéftigen.

Die diskutierten Ideen finden auch in vordergriindig voéllig anderem Zu-

sammenhang Anwendung; z.B. in der Bewegungsanalyse, in der Tomographie
usw. Weitere Beispiele findet man in Winkler (1995), [32].

3.2.3 Ubergangswahrscheinlichkeiten

Wir kennen schon den Fall additiven (gaufischen) Rauschens. Impulsrau-
schen haben wir ebenfalls kennengelernt - es ist nicht additiv. Diese Eigen-
schaft hat auch das folgende Beispiel.
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Beispiel 3.2.7 (Kanalrauschen) Wir betrachten Bindrbilder x mit z, =
41 . In den Pixeln werden die Zustdnde unabhéngig geflippt:
—1 mit Wahrscheinlichkeit p
Ys = Ts - Nsy; TNs = y  Ns 11d7
1 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p

Dann gilt
P(QJ, y) — p'{siys:*ws}‘(l _ p)|{s:yszzs}|

und

—InP(x,y) =—{s:ys = =z} In p— [{s:ys =z} In(1 — p).

Wegen

ergibt sich
1 p) 5| ( 1 >
—InP(z,y)==-In| —— TYs + —In | — ] .
() =35 (1—p 2wy 2 \p(l-p)

3.2.4 A posteriori Schitzer

Unser Ziel ist, mit Hilfe der a posteriori Verteilung moglichst gute Rekon-
struktionen x aus den Daten y abzuleiten. Hier liegt also ein statistisches
Schéatzproblem vor.

Wie wir schon gesehen haben, stehen Schétzer in engem Zusammenhang
mit assoziierten Verlustfunktionen. Eine Verlustfunktion L : X x X — [0, 00)
erfilllt L(z,xz) =0 .

Im bayesschen Kontext sind die Parameter z durch die a priori Verteilung
gewichtet. Deshalb definiert man das Bayesrisiko eines Schiitzers X (x) fir
als

R(X) =Y Lz, X(y))(x,y),

den erwarteten Verlust. Ein Schétzer der R minimiert, heifit Bayesschdtzer
zu L.
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Beispiel 3.2.8 Sei

b - O =
Es gilt
R = > My =HI((xy):z#X(y),yecY)
zy#X (y)
= 1-1((z,y) X(YV)=1-1((X(y)y):y€Y)
Es ist

Dies wird maximal fiir

A~

X(y) = argmax, I1(x]y),

den mazimum a posteriori Schitzer (MAP) Schétzer (welcher nicht unbe-
dingt eindeutig ist). Die lokale Version des MAP Schétzers wird ebenfalls
benutzt.

Beispiel 3.2.9 Die Zahl
d(z,2) = |{s € S : x5 # T}
heifit Hamming Abstand. Sei
L(z,2) = |S| (=, 7).

Eine Rechnung analog zum letzten Beispiel zeigt, dafl der zugeordnete Bayesschétzer
gegeben ist durch:

(X(y))s = argmax, I(z,ly), s €S
Als letztes Beispiel betrachten wir kleinste Quadrate.
Beispiel 3.2.10 Fiir die Verlustfunktion

L(z, &) = (1, — &)’

ist
X(y) = Enpy ZH z|y)

der Bayesschitzer. Er heifit (a posteriori) klemster Quadrate Schéitzer (‘mi-
nimum mean square estimator’ - MMSE).
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3.3 Sampling und Annealing

Wir befassen uns nun mit der Berechnung oder Approximation der genannten
Bayesschétzer, wobei wir uns im wesentlichen auf die MAP- und die MMS-
Schétzung beschranken. Bei gegebenen Daten y sind also eine Minimalstelle
x der a posteriori Energie H(x) bzw. der Erwartungswert der a posteriori
Verteilung I1(-|y) zu bestimmen. Da letzterer bei gegebenem y eine Gibbs-
verteilung ist, unterdriicken wir das Symbol y und stellen die Aufgabe: Sei
eine Energiefunktion

H:X— R, x+— H(x)
gegeben.

1. Finde eine Minimalstelle * von H.

2. Bestimme den Erwartungswert der Gibbsverteilung /7 zu H.

Aufgrund der hohen Zahl der Komponenten von x stehen analytische
Hilfsmittel zur Bestimmung von x* im kontinuierlichen Fall nur in Spezi-
alfallen zur Verfiigung. Sind die Komponenten von X diskret, so ist die
Méchtigkeit von X leicht in der GréfSenordnung 2562°6%2%6; fiir allgemeine H
sind keine diskreten Optimierungsmethoden bekannt. Die Erwartungswerte
fir (2) konnen ebenfalls nicht direkt berechnet werden, da die Zustands-
summe Z iiber | X| Terme gebildet wird. Einen moglichen Ausweg bilden
stochastische Verfahren, die auf bedingten Verteilungen beruhen. Diese sind
namlich fiir eine grofle Klasse praktisch relevanter Energiefunktionen hand-
habbar.

3.3.1 Bedingte Verteilungen

Wir berechnen bedingte Verteilungen fiir eine praktisch wichtige Klasse von
Gibbsmaflen.

Beispiel 3.3.1 (Potentiale) Sei X = I1,c5X; und H von der Gestalt
H(z) =Y Vo(w),

ceC

wobei Vo nur von der Restriktion x¢ von x auf C' abhéngt und C aus kleinen
Teilmengen C' von S besteht. Dann gilt fiir die bedingte Verteilung

I (xg|Ts\s)
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von IT < exp(—H(x)), dafl

Z Vexp(—H (zs75\5))
Z71% 7, exp(H(z:5\s))
exp(— ZCEC,CBS Vo(zswss)) exp(— ZCEC,C;S Ve(ze))
Zzs exp(— ZCGC,C’as Ve(zsts\s)) exp(— ZCeC,C;;s Ve(ze))
exp(— 2060,095 Ve(zszsys)
>, XD(= Y cec s Ve (2sts\s))

Nun sind nur noch die - fiir kleine C' harmlosen Werte - V() mit C' 5 s zu
berechnen.

I(zs|zs\s) =

Beispiel 3.3.2 (Ising Modell) Im Ising Modell

H(z) = —Zwsxt, T, = +1,

s~t

hat man V(z) = —zsx; fiir s ~ ¢ (und Vo = 0 sonst) und somit

EXP(— Doy Tslt)

H.l’sl’ s) — 5
(wslrsv) = ST o) + o )
d.h.
Mz, = 1les,) = !
Ts — xS\s - 1+eXp(2'ZSNt$t)’
1

H(x, = —1lzg,) = )
( [751s) L4+exp(—=2-> . ,2¢)

Die Idee ist nun, aus diesen bedingten Verteilungen Markov-Prozesse zu kon-

struieren, deren Marginalverteilungen gegen /I konvergieren, bzw. gegen an-

dere niitzliche Verteilungen. So verschiebt man die Raumkomplexiét in die
Zeit,.

3.3.2 Der Kontraktionskoeffizient

In diesem Abschnitt bezeichnen X eine endliche Menge, P eine Ubergangs-
wahrscheinlichkeit oder einen Markovkern auf X und pu, v, o usw. Verteilun-
gen auf X, d.h. P erfiillt P(z,y) > 0und ) P(z,y) =1, 2 € X. Fiir jedes
x € X ist also P(x,-) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf X.
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Um die Qualitdt der Konvergenz zu messen, benétigen wir eine Metrik.
P bezeichne die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf X. Fiir pu,v € P

Il —=vil = lu(e) = v(z)]

die (Norm der) totale(n) Variation. Dies ist einfach der [;-Abstand.
Bemerkung 3.3.3 Es gilt

Hu—ﬂ=ﬂ§:www—W@W=2(1—2)MMM@WWH>-

Beweis der Behauptung in Bemerkung 3.3.3 Elementare Rechnung
liefert:

l—=vll = Y (ule) = v(@)* + ) (ulz) —v(z)”

= Y e -v@)+ Y (@) p@).
zip(@)2v (@) wip(@)<v (@)

Die Differenz der Summen verschwindet und deshalb sind sie gleich. Damit

gilt
I —vll=2- (Z(M(ﬁ) - V(x))+)

T

und somit die erste Identitét. Die zweite folgt aus:

vl = > @)= Y v - Y )+ v(x)

z:p(x)>v(z) z:p(z)>v(z) z:p(z)<v(z) z:p(x)<v(z)

= Y@+ Y v -2 Y u@+ Y @)

wip(e)<v(z) wip(e)>v(x)

= 2 (1 — Zu(m) /\u(x)) :

Die Mischungseigenschaft eines Markovkernes 1d8t sich durch den (Dobrus-
hinschen) Kontraktionskoeffizienten c¢(P) messen:

o(P) = 5 max|[P(z,) = Py, )],
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Bemerkung 3.3.4 Es gilt offensichtlich
0<|lp—vl <2,

wobei ||u(z) — v(z)|| = 2, genau dann, wenn g und v orthogonal sind, d.h.
disjunkte Tréger haben. Somit gilt

0<c¢(P)<1,

wobei ¢(P) = 0 genau dann, wenn alle P(z;-), x € X, gleich sind, und
c(P) = 1, wenn wenigstens zwei der P(z,-) orthogonal sind.

Die beiden Ungleichungen im folgenden Lemma sind fundamental; ihr Nach-
weis ist elementar und deshalb seien sie unbewiesen aus WINKLER (1995)
zitiert:

Lemma 3.3.5 Auf P gelten stets

P — v Pl
c(PQ)

c(P)|lp = v
c(P)e(Q)-

Schliefllich benétigen wir noch eine einfache Abschéatzung.

<
<

Lemma 3.3.6 Fir jeden Markovkern auf einem endlichen Raum Xgilt

Q) <1—|X|min{Q(z,y) : z,y € X} <1—min{Q(z,y) : z,y € X}

Insbesondere gilt fiir strikt positives @, daff c(Q) < 1.
Beweis Mit Bemerkung 3.3.3 folgt

I —=vll/2 =17 min{u(z), v(z)}

fiir Verteilungen p and v. Also gilt

¢(Q) =1 — min {Z Qz,z) NQ(y,2) s x,y € X}

woraus die erste Ungleichung folgt. Der Rest ist klar. [l



98 KAPITEL 3. BAYESSCHE MODELLE

3.3.3 Homogene Markovketten

Eine homogene Markovkette ist gegeben durch eine Startverteilung v und
einen Markovkern P. Die n-te Marginalverteilung ist

_ n
vp =vP",

insbesondere gilt also 1y = v . Wir interessieren uns fiir die Konvergenz der
v,. Gute Kandidaten fiir Grenzverteilungen

Voo = lim v,

n—oo

sind orthogonal p mit uP = p, denn die Ketten konvergieren zumindest fiir
das Startmafl vy =

pP" = (uP)P"™' =y — p, n — 00

Damit diese Konvergenz auch fiir den Start in anderen Verteilungen stattfin-
det, mul P den Raum X ‘durchmischen‘. Dies ist der Fall bei strikt positiven
P: man kommt in einem Schritt von jedem x zu jedem y mit positiver Wahr-
scheinlichkeit. Etwas allgemeiner sind primitive Markovkerne fiir die es ein
7 € N gibt, so dafl P™ strikt positiv ist.

Lemma 3.3.7 Fiir jeden strikt positiven Markovkern Q ist ¢(Q) < 1.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus Lemma 3.3.6. U

Daraus folgt schon der Konvergenzsatz.

Satz 3.3.8 Sei P primitiv mit invarianter Verteilung p. Dann gilt
vP" — pu, n — 00,

gleichmdyjsig in allen v € P.

Beweis Es gilt fiir grofie n und k(n) = max{k > 1: k-7 <n}, dal

[vP" — pl| = |[vP" — pP"|| < |lv — plle(P")
< 2e(PHITY(PRTY < 2(¢(P))H — 0,n — 00, (3.10)

wodurch der Satz bewiesen ist. O
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Satz 3.3.9 Jeder primitive Markovkern besitzt genau eine invariante Ver-
terlung. Diese ist strikt positiv.

Beweis Da die Zeilensummen von Markovkernen gleich 1 sind, hat P den
Eigenwert 1 mit Rechtseigenvektoren (a,...,a)*. Da 1 auch Eigenwert der
Transponierten P* ist, gibt es v* € RX\{O} mit P*v* = v* und somit
ve RX\{O} mit vP = v.

Sei nun P > 0. Hétte v eine strikt positive und eine strikt negative Kom-
ponente, dann wiirden Invarianz, P > 0 und Zy P(z,y) = 1 implizieren,

daB

> o vyl=" <D Ww@)|P(zy) =) (@)

Dies ist ein Widerspruch und wir diirfen v(z) > 0 fiir jedes x annehmen. Da
v # 0, gilt

> v(x)P(x,y)

v(y) = ZV(.CE)P(:E,y) > 0 fiir jedes y.

SchlieBlich liefert Normalisierung von v eine invariante strikt positive Vertei-
lung p. Die Eindeutigkeit folgt schon aus Satz 3.3.8.

Sei P schliellich primitiv mit P7 > 0. Wieder hat P den Eigenwert 1 und es
gibt v € RX\{O}, so dafl ¥P = v und somit auch vP™ = v. Da P™ > 0, hat
v die Gestalt au, a € R, fiir die eindeutig bestimmte invariante Verteilung p
von P7. Somit ist p auch die eindeutig bestimmte invariante Verteilung von
P und sie ist {iberdies strikt positiv. Ist 7 eine weitere invariante Verteilung
von P, so ist 7 auch P7-invariant und deshalb gleich v. U

Die Approximation von Erwartungswerten beruht auf einem Gesetz der
groflen Zahlen. Fiir eine Startverteilung v und einen Markovkern P sei (&;);>0
die zum induzierten Markovproze3 gehorige Folge der zufilligen Zustédnde
zu den Zeitpunkten i = 0,1,.... Der Erwartungswert ) f(z)u(x) einer
Funktion f auf X beziiglich einer Verteilung p sei mit E,(f) bezeichnet.

Satz 3.3.10 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen) Sei Xeine endli-
che Menge und sei P ein Markovkern auf X mit invarianter Verteilung
and c¢(P) < 1. Dann gilt fir jede Startverteilung v und jede Funktion f auf
X, daf

L3 (6 — Ef)
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in L*(P,). Dariiber hinaus gilt fiir jedes € > 0, dafs

P( y ) < 1313

1 — ¢(P))ne?
wobei || f1I3 = 32, 1f ().

Fiir i.i.d. Zufallsvariablen &; hingen die Grofilen P(x,y) nicht von x ab; somit
sind alle Zeilen der zu P gehorigen Matrix gleich und es ist ¢(P) = 0. In
diesem Fall erhélt man das {ibliche schwache Gesetz der groflien Zahlen.

> (6~ Eul))

Beweis Fiir jedes z € X sei g, = (1/n) D7 | X{¢g,=o} — p(x). Dann gilt

E (% Z f&) - IE(f)) =k (Z f(l’)gr>

2

< E \/meVZgz “WETER.  (311)

Man berechnet

Y E(g) = Y E (%Z%xﬁﬂ(@)

= Y S Bl — () (g sy — a(a)

,j=1

= LS (ule ) - ) (pete) — )

= (@) = p(@)?).

Drei Mittel sind zu schitzen. Schwierig ist nur das erste. Da uP = u gelten
fiir ¢, k > 0 die folgenden Abschatzungen:

Y WP (x)esPH(x) — p(x)’|

xT

< Y |wP(a)ePH(x) — pP(2)e, PH ()| + |u(x)e, P (y) — p(z)pP(x))|

xT
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< S WP (@) = uPi(@)] + e PH(@) — uP (@)
< v =P+ l(ex — ) PPl < 2 (e(P) + c(P)Y).
Daraus folgt

%i > D vlww) —p()?] < %i S (e(P) + c(PYT

i=1 j=i+1 =z i=1 j=i+1
4 Z o(py— Y
n(l—c(P))

Die gleiche Abschitzung gilt fiir das Mittel iiber Paare (7, j) von Indizes j < i.
Wir setzen v;(x, r) = vP'(z) und v;(z,y) = 0 wenn x # y. Die Summe iiber
die entsprechenden Terme ist durch n beschrankt und deshalb gilt

1 < 9
) DO vyl w) — p(a)’| < n(l—c(P))
ij=1 «
Mit Hilfe von (3.10) kénnen das zweite und dritte Mittel abgeschétzt werden:

n2 D33 S Ino) — )] < 2 Z |vP? — P

i=1 j=1 =«

o0

2 2

n 2= APV = Sy

IN

Also gilt
13
E - -
Z (92) = Loy

Zusammen mit (3.11) ist damit der erste Teil der Behauptung bewiesen. Der
zweite Teil folgt daraus mit der Markovschen Ungleichung. U

3.3.4 Gibbs und Metropolis Sampler

Unser Ziel war, Stichproben geméf einem Gibbsmafl I1 zu ziehen (sampling).
Im Hinblick auf die Grenzwertsétze fiir Markovketten ist also eine homogene
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Markovkette mit invarianter Verteilung I zu konstruieren, die rechentech-
nisch handhabbar ist. Fine Moglichkeit der Konstruktion basiert auf den
bedingten Verteilungen zu II; der entsprechende Algorithmus heifit Gibbs
Sampler. Er wird spéater in Konkurenz zu leichter simulierbaren Ketten —
wie dem Metropolis Sampler — stehen. Die Theorie des Gibbs Samplers ist
jedoch besonders elegant und durchsichtig.

Im folgenden sei X ein Produkt endlicher Rdume X, s € S, mit endlicher
Indexmenge S. Fiir jedes I C S ist ein Markovkern auf Xdurch folgende
Vorschrift definiert:

-1 . _
H[(x,y)Z{ Z; " exp( (f[(yle\I)) izlrllsstysv Ts\1 (3.12)

Diese Markovkerne nennt man lokale Charakteristiken von II. Sampeln aus
II;(z,-) dndert x hochstens auf I. Die Gibbs Verteilung I7 ist invariant fiir
I1;. Dies folgt aus einer stiarkeren, aber leichter nachzuweisenden Eigenschaft.

Lemma 3.3.11 Die Gibbs Verteilung II und ihre lokalen Charakteristiken
11 erfiillen die detailed balance Gleichung, d.h. fir alle v,y € X und I C S
gilt

Allgemeiner erfiillen die Verteilung p und der Markovkern P die Detailed
Balance Gleichung, wenn

() P(x,y) = p(y) Py, )
fiir alle x und y. Dies bedeutet, da} die zu p und P gehorige homogene
Markovkette in der Zeit umkehrbar, also reversibel ist.

Beweis von Lemma 3.3.11 Entweder beide Seiten der Identitiat verschwin-
den oder es gilt ys\; = r5\7. Da v = x7ys\; und y = yrx g7, gilt weiter

~H(x exp(—H (yrrs\1)) = exo [ — exp(—H (zrys\1))
P ( H( >) >, exp(—H(zrzs\r)) - P ( H( )> >, exp(—H(zrys\r))

Daraus folgt die detailed balance Gleichung. O

Stationaritét folgt daraus leicht.



3.3. SAMPLING UND ANNEALING 103

Satz 3.3.12 Fulls p und P die detailed balance Gleichung erfiillen, so ist
i invariant fiir P. Insbesondere sind Gibbs Verteilungen invariant beziiglich
ihrer lokalen Charakteristiken.

Beweis Summiere beide Seiten der detailed balance Gleichung {iber x. [

Eine Abziéhlung S = {si,...,,}, 0 = |S|, von S heifit Besuchsschema.
Zur Vereinfachung schreiben wir S = {1,...,0}. Der Markovkern, welcher
den Ubergang wihrend eines Sweeps beschreibt, ist definiert durch

P(l’,y) :H{l}...ﬂ{g}(l’,y). (313)

Man beachte, dafi die Verkniipfungen in (3.13) Matrixmultiplikationen sind.
Die homogene Markovkette zum Kern P entspricht dem folgenden Algorith-
mus:

e Ziehe Startkonfiguration xz geméfl Startverteilung v (z.B. v = ¢,).

e Update x durch die neue, zufillige Komponente y; gezogen geméf3
II1y (2, -wg\f13). Dies ergibt eine neue Konfiguration y = 3124 13, die
dann in der 2. Komponente upgedated wird usw. Nach dem Schritt
Nummer o ist ein Sweep beendet.

e Fiihre nun (viele) weitere Sweeps durch.
Dieser Algorithmus wird durch folgende Aussage gerechtfertigt:
Satz 3.3.13 Fiir jedes x € X gilt

lim vP"(z) = II(x)

n—oo

gleichmdfig in allen Startverteilungen v.

Beweis Die Gibbsverteilung u = II ist invariant bzgl. ihrer lokalen Cha-
rakteristiken nach Satz 3.3.12 und deshalb auch bzgl. deren Komposition P.
AuBlerdem ist P(z,y) strikt positiv, da in jedem s € S die Wahrscheinlich-
keit, ein ys zu sampeln strikt positiv ist. Deshalb ist der Satz ein Spezialfall
von Satz 3.3.8. O
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Man kann die Pixel auch in zufélliger Reihenfolge besuchen: Sei G eine
Verteilung auf S. Man ersetze die lokalen Charakteristiken (3.12) in (3.13)
durch Kerne

ﬁ(l' y) _ G(S)H{s}(x7 y) wenn YS\{s} = Ts\{s} flireins e S (3 14)
’ 0 sonst .

und setze P = I1°. G ist eine Vorschlags- oder Explorationsverteilung, meist
die Gleichverteilung auf S.

Satz 3.3.14 Sei G eine strikt positive Verteilung auf S. Dann gilt

lim vP"(z) = II(x)

n—oQ

fiir alle x € X.

Beweis II und P erfiillen die detailed balance Gleichung und somit ist []
invariant fiir P. Weiter folgt aus der strikten Positivitédt von GG, dal P strikt
positiv ist und die Konvergenz ergibt sich nach Satz 3.3.8. U

Beispiel 3.3.15 Wir illustrieren, wie sich die Muster unter dem Gibbssamp-
ler entwickeln und wie sie von den Parametern abhéngen. Dazu betrachten
wir das Ising Modell mit dulerem Feld, gegeben durch die Energiefunktion

H(z) = —52%% + hZa:s, xrs = £1. (3.15)
s,t s

Abb. 3.11 zeigt fiir verschiedene Parameter ‘Schnappschiisse’ aus dem Gibbs-
sampler, d.h. die Zusténde nach ausgewéhlten Schritten. s = 1 bedeutet da-
bei, dafi die Farbe von Pixel s Schwarz ist. Kleines 3, d.h. hohe Temperatur,
fithrt zu klein strukturierten Mustern, hohes (3, d.h. niedrige Temperatur,
zu gleichméfligen Flichen. Hohes h bestraft schwarze Pixel und dréngt das
Muster in Richtung Weif.

Fiir die MMS Schiatzung benotigen wir ein Gesetz der groflen Zahlen. Die
Zahl

8y = max{|H(z) — H(y)| : Ts\(s) = Ys\(s) }

ist die Oszillation von H in s und

A =max{d;: s € S}
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Abbildung 3.11: Schnappschiisse aus dem Sampler fiir das Ising Modell (mit
dauBerem Feld) mit Energiefunktion (3.15). 1. Reihe: Parameter § = 0.5,
h = 0, 100,500,1000,5000 Sweeps. 2. Reihe: Parameter § = 1, h =
0, 100,500,1000,5000 Sweeps. 3. Reihe: Parameter § = 0,4, h = 0,2,
2,5,10,100 Sweeps. Bild: F. Friedrich, Heidelberg
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ist die mazimale lokale Oszillation von H. Schliefllich bezeichne (&;) eine
Folge von Zufallsvariablen, deren Verteilung durch den Markovprozel zur
Startverteilung v und zum Markovkern P gegeben ist. Die durch den Prozefl
auf X' induzierte Verteilung sei mit P bezeichnet.

Satz 3.3.16 Sei (&) durch (3.13) oder (3.14) induziert. Dann gilt fir jede
Funktion f auf X, daf

1 n—1

ﬁZf(@) — En(f)

=0

in L? und in Wahrscheinlichkeit. Fiir jedes ¢ > 0gilt

P(Zf(&)—EH(f) 25> Sn_;e(m
=0

wobei ¢ = 13||f||? fir (3.13) und ¢ = 13| f]|* ming G(s)~° fiir (3.14).

Beweis Der Markovkern P in (3.13) ist strikt positiv und deshalb folgt die
L2-Konvergenz aus Satz 3.3.10. Fiir das Gesetz der grofien Zahlen miissen
wir den Kontraktionskoeffizienten abschétzen.
Fiir x € X sei z, eine Minimalstelle in s, d.h.

H(ZSQZS\{S}) =Mmg = min{H(USJZS\{S}) TV € Xs}.
Dann gilt

exp (— (H(ysxS\{s}) - H(Zs:’fs\{s})))

> | X e
Y veX. D (= (H(vsws\(sy) — ms)) 1

g (2, yss\(s)) =

und somit

: -1 _—0os\ __ -1 _—Ao
rg}ynP(x,y)zg(\Xs! e %) =| X[l

Die Abschétzung in Lemma 3.3.6 liefert

¢o(P)<1—|X|- min P(z,y) <1—e 27, (3.16)

Damit folgt das Gesetz der grofien Zahlen im Fall (3.13). Der Beweis fiir
(3.14) unterscheidet sich nur in offensichtlichen Details. O
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Das Gesetz der grofien Zahlen impliziert, daf§ der Algorithmus nicht termi-
niert (mit positiver Wahrscheinlichkeit). Sei fiir jedes z € X

n—1
1
=0

die relative Haufigkeit der Besuche in x wahrend der ersten n — 1 Schritte.
Da

folgt aus dem Satz:

Proposition 3.3.17 Unter den Voraussetzungen von Satz 3.3.16 gilt A, ,, —
II(z) in Wahrscheinlichkeit.

Insbesondere besucht der Gibbs Sampler jeden Zustand unendlich oft.

Die Konvergenzsétze fiir den Gibbs Sampler lassen sich in besonders ele-
ganter Weise herleiten. Deshalb wurde er fiir den theoretischen Teil benutzt.
In der Praxis erweisen sich oft andere Verfahren als vorteilhaft oder leichter
zu programmieren. Wir skizzieren nun die vielleicht bekannteste Alternative,
den Metropolis Sampler. Sein Ursprung wird iiblicherweise auf die Arbeit
(M. METROPOLIS, A.W. ROSENBLUTH, M.N. ROSENBLUTH, A.H. TEL-
LER und E. TELLER (1953)), [22], zuriickgefiihrt. Sei H eine Energiefunktion
(moglicherweise ersetzt durch die parametrisierte Version SH) und sei z die
Konfiguration, die gerade aktualisiert werden soll. Das Updating erfolgt in
zwei Schritten:

1. Der Vorschlag.

Eine neue Konfiguration y wird erzeugt durch Sampeln aus einer Ver-
teilung G(z,-) auf X.

2. Der Annahmeschritt.

(a) Falls H(y) < H(z) dann wird y als neue Konfiguration akzeptiert.
(b) Falls H(y) > H(z) dann wird y akzeptiert mit Wahrscheinlichkeit

exp(H(z) — H(y)).

(c) Wird y nicht akzeptiert, so wird  beibehalten.
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Die Matrix (der Markovkern) G heiit Vorschlags- oder Ezplorationsma-
trix.

Eine neue Konfiguration y, die weniger vorteilhaft als x ist, wird also
nicht automatisch zuriickgewiesen, sondern mit einer Wahrscheinlichkeit ak-
zeptiert, die mit dem Energiezuwachs H(y) — H (z) fallt.

Beispiel 3.3.18 Bei Bildern ist ein natiirlicher Vorschlag, ein Pixel rein
zufillig zu wihlen und dort einen zufilligen Grauwert einzusetzen. Genauer
heiflt das

L
Gle.p) = { 7

if x, # y, flir genau ein s € § (3.17)
0 sonst

wobei ¢ die Zahl der Pixel und N die Zahl der Grauwerte ist (wir nehmen
| Xs| = N fiir alle s an). Solche Algorithmen heilen auch Single Flip Algo-
rithmen.

Er hat explizit die Gestalt
(2. y) = { G(z,y)exp(=(H(y) - H(x))") ifaz#y
’ 1= e X\ T(2:2) if x=y
Definition 3.3.19 Fine stochastische Matriz (G(x,y)zyex heifft irreduzi-

bel, wenn es zu jedem x und y in X eine Folge x = 1o, T1, ..., Tp(zy)—1, Tn(ay) =
y gibt mit G(x;—1,x;) > 0 fir alle 1 <i <n(x,y).

(3.18)

Bemerkung 3.3.20 Primitive stochastische Matrizen sind irreduzibel. Irre-
duzibilitat erzwingt nicht die Existenz eines n, das fiir alle Paare gemeinsam
obige Kettenbedingung erfiillt (wie bei primitiven Matrizen). Existiert ein
solcher Index, so ist die Matrix irreduzibel und aperiodisch.

Der entsprechende Konvergenzsatz lautet

Satz 3.3.21 Sei X eine endliche Menge, H eine nichtkonstante Funktion auf
X und II die Gibbs Verteilung zu H. Die Vorschlagsmatrix G sei symmetrisch
und 1rreduzibel. Dann gilt:

(a) Fiir jedes x € X und jede Startverteilung v auf X gilt

v (x) — I (x) as n — oc.

(b) Fliir jede Startverteilung v und jede Funktion f auf X gilt
1 n
EZf(é}') — En(f) as n—oo
i=1

in L? und in Wahrscheinlichkeit.
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3.3.5 Inhomogene Markovketten

In Verallgemeinerung der homogenen Markovketten ist eine inhomogene Mar-
kovkette gegeben durch eine Startverteilung v und eine Folge von Markov-
kernen P;, ¢ > 1. Die n-te Marginalverteilung ist

VP1 PQ tee Pn‘
Wir beweisen wieder einen Konvergenzsatz fiir die Marginalverteilungen.

Lemma 3.3.22 Seien i, n > 1, Verteilungen auf X, so daff Y~ ||pns1 —
tn|| < 00. Dann gibt es eine Verteilung jioo, so daf p, — oo (in ||-||), wenn
n — oo.

Da Xendlich ist, fallen punktweise und L!'-Normkonvergenz bzgl. |- || zusam-
men.

Beweis Fiir m < n gilt

ln = el <D Nt — -

k>m

Der letztere Ausdruck konvergiert mit m — oo gegen 0. Deshalb ist (y,) eine
Cauchyfolge im kompakten Raum {u € R* : > 0,5 u(z) = 1} und hat
somit einen Grenzwert p., darin, wie behauptet. [l

Satz 3.3.23 Seien P,, n > 1, Markovkerne und jedes P, besitze eine inva-
riante Verteilung p,,. Ferner seien die folgenden Bedingungen erfiillt:

>l = pnsa|| < o0, (3.19)

lim ¢(P;...P,) =0 fir jedes i>1. (3.20)
Dann ezistiert eine Verteilung oo fiir die

vPy ... P, — s fiir n — oo.

gleichmdf$ig in allen Startverteilungen v gilt.
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Beweis Die Existenz des Grenzwertes po, wurde im Lemma nachgewiesen.
Seien nun 7 > 1 and k > 1. Die Invarianz liefert

pili .. Py = piPiyy .. Py
AuBlerdem gilt

k

Z(Mz‘—Hj — Wis)Pigj o P = 1Py - - Py — gk
=1

Zum Beweis: der erste Term in der Summe ist
wilPiy1 ... Py,

der letzte ist gleich
— ik Pirk = fivk
und die Kombination von Paaren aufeinanderfolgender Terme liefert

—HirjPirj o Pk + i Pivjir - Py
= —pirjPirjr1- o Por + pirjPiji1 .. Py = 0.

Damit gilt

= (Moo — pa)Pi .. Pipe + piPiyy - Pipk — floo

k
= (Moo — i) Pi - Piyg + Z(Hi—l—l-j — Witj) Pty - Prsi

j=1
+ Hitk — Hoo-

Daraus folgt

oo B - P = ool < 2 - SUP [lptoc — pral] + > ptn = pnall- (3:21)

n>i

Verwendet wurden dabei Lemma 3.3.5 und die Beschranktheit des Kontrak-
tionskoeffizienten durch 1. Mit Bedingung (3.19) und weil po, existiert, wird
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fiir grofles ¢ der Ausdruck auf der rechten Seite klein. Fiir 2 < ¢ < n fahren
wir fort mit
WP .. P, — ool
= ||(WPi... Py — piooPs ... Pp) + oo P - - Py — fioo| (3.22)
< 2-¢(P .. Py) + ||tooPi - - - Py — piool|

Fiir grofie n wird der erste Term wegen (3.20) klein. Damit ist der Beweis
vollstandig. U

Der Satz heifit auch Satz von DOBRUSHIN (DOBRUSHIN (1956)). Einige
einfache Kriterien fiir die Giiltigkeit der Voraussetzungen sind:

Lemma 3.3.24 Fir Verteilungen p,, n > 1 gilt Bedingung (3.19) falls jede
der Folgen (pn())n>1 schlieflich fallt oder wachst.

Beweis Nach Lemma 3.3.4 gilt
0< Z b1 — pnl| = 22 Z(,Un-i-l(x) — ()"

Wegen der Monotonie gibt es ng so dall entweder (pi,41(x) — pn(z))™ =0
fiir alle n > ng und somit > - (tni1(2) — pnu(x))t = 0 oder (pny1(w) —
fn())* = fns1 () — pin() und SOt

N

D (@) = (@)™ = pvar () = ping () < 1

n=ng

fiir alle groBen N. Deshalb ist die Doppelsumme endlich und Bedingung
(3.19) ist erfiillt. Damit ist der Beweis vollstandig. U

Lemma 3.3.25 Bedingung (3.20) ist erfillt, falls

Hc(Pk) =0 fir jedes i>1. (3.23)
k>i
oder falls
c(P,) >0 fir jedes n und Hc(Pk) = 0. (3.24)
k>1

Beweis Bedingung (3.23) impliziert (3.20) wegen der zweiten Regel in Lem-
ma 3.3.5, und (3.24) impliziert offensichtlich (3.23). O
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3.3.6 Simulated Annealing

Die Berechnung der MAP Schitzer fiir Gibbs Verteilungen ist dquivalent zur
Minimierung von Energiefunktionen. Eine einfache Modifikation des Gibbs
Samplers findete die Minima — wenigstens in der Theorie.

Sei H eine Funktion auf X. Die Funktion SH hat fiir grole 5 dieselben
Minima wie H, jedoch sind diese tiefer.

Fiir eine Funktion H und eine reelle Zahl 3 ist die Gibbs Verteilung zur
inversen Temperatur 3 gegeben durch

1°(z) = (2°) " exp(—BH(x)), 2 =Y exp(—BH(2)).

Sei M die Menge der globalen Minimalstellen von H.

Proposition 3.3.26 Sei I eine Gibbs Verteilung mit Energiefunktion H.
Dann gilt

1
lim Hﬁ(m) _J nr falls x € M .
B—o0 0 sonst

Fiir v € M wichst die Funktion 8 — I1°(z) und fiir x ¢ M fillt sie schlief-
lich.

Gelingt es also fiir hohes 3 aus IT” zu Sampeln, so hat man (approximativ)
Minimalstellen von H.

Beweis Sei m der minimale Wert von H. Dann gilt

exp(—SH (z))
2. exp(—FBH(2))
exp(—@(H(z) —m))
> ob(2)=m EXP(—=B(H(2) = m)) + 3 yysm eXP(=B(H (2) —m))

Ist x oder z Minimum, so verschwindet der entsprechende Exponent und
der Summenterm ist 1. Die anderen Exponenten sind strikt negativ und die
entsprechenden Terme konvergieren gegen 0 mit 3 — oo. Deshalb wéchst der
Ausdruck monoton gegen |M|™! falls z Minimalstelle ist und er konvergiert
gegen 0 sonst. Sei nun z & M und a(y) = H(y) — H(x). Wir schreiben IT°(z)
in der Form

II°(z) =

1
(- Hy) = HE@)H A+ X0 5D(—Ba(y)) + 2050 xD(—Paly))’
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Wir zeigen, dafl der Nenner schlieflich wichst. Differentiation nach 3 liefert

> (—a) exp(=Ba(y)) + Y (—aly)) exp(—Ba(y)).

y:a(y)<0 y:a(y)>0

Der zweite Term geht gegen 0 und der erste gegen Unendlich, wenn 3 7 co.
Deshalb wird die Ableitung schlieflich positiv und 3 — IT°(z) fillt schlief3-
lich. Damit ist der Beweis vollstandig. U

Bemerkung 3.3.27 Mit 3 — 0 konvergiert die Gibbs Verteilung I71° gegen
die Gleichverteilung auf X, denn in

exp(—pH (x))

() —
1) = S b BH()

strebt jeder Exponent gegen 1.

Wir wihlen ein Besuchsschema und bezeichnen es mit S = {1,...,0}.
Ein Abkihlschema ist eine wachsende Folge 3(n) positiver Zahlen. Fiir jedes
n > 1 ist ein Markovkern definiert durch

B(n B(n
P,(x,y) = H{1(}) o H{é})(x,y),
wobei IT7 k(n) die lokale Charakteristik von I7°(™ in k ist. Zusammen mit einer
Startverteilung definieren diese Kerne eine inhomogene Markovkette.

Satz 3.3.28 Sei (((n)),>1 ein Abkihlschema, welches gegen Unendlich wichst,
so daf schliefslich

B(n) < i Inn.

Dann gilt
lim vP,...P,(x) =

n—oo

IM|™' wenn x € M
0 sonst

gleichmapig in allen Startverteilungen v.

Der Satz stammt von S. und D. GEMAN (1984). Wir schicken dem Beweis
ein Lemma voraus.

Lemma 3.3.29 Fir die reellen Folgen (a,) und (b,) gelte 0 < a,, <b, < 1.
Dann folgt aus ), a, = oo, daff [],(1 —b,) =0.
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Beweis Aus der bekannten Ungleichung
hx<z-1, 0<uz,

folgt
In(1 —b,) <In(l —a,) < —ay,.

Da die Summen divergieren, gilt

Zln(l —b,) = —o0,

was zu

[Ja-b.)=0

n

aquivalent ist. O

Beweis des Satzes Wir miissen $(n) so wihlen, dafl die Voraussetzungen
von Satz 3.3.23 mit obigen P, und p, = I1°™ erfiillt sind. Daraus und mit
Satz 3.3.26 folgt dann die Behauptung.

Das Gibbsfeld p, ist invariant beziiglich der Kerne P, nach Satz 3.3.12.
Da (3(n)) wéchst, sind die Folgen (u,(z)), € X schliefilich monoton wegen
Proposition 3.3.26 und deshalb gilt (3.19) wegen Lemma 3.3.24. Wie in (3.16)
gilt

¢(P,) <1 — e PWAs

Wir leiten nun die hinreichende Bedingung (3.23) d.h. [, ¢(Px) = 0 fiir alle
i her. Nach Lemma 3.3.29 gilt dies, falls exp(—8(n)Ac) > a, fiir a, € [0,1]

mit divergenter unendlicher Reihe. Eine naiirliche Wahl ist a, = n~! und
damit ist .
fiir schlieflich alle n hinreichend. Damit ist der Beweis vollstédndig. O

Das logarithmische Abkiihlschema ist willkiirlich gewéahlt, da die Bedingung
Zexp(—ﬁ(n)AJ) = 0.

entscheidend ist. Oft benutzt man stiickweise konstante Schemata.
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Der Satz gilt auch fir zuféllige Besuchsschemata in (3.14). Dann setzt

man .
P, = (7).

Es ist
c(Py) < 1 — e fmae

mit v = ming G(s)?. Wenn G strikt positiv ist, dann ist v > 0 und es gilt
vexp(—B(n)Aac) > yn~".

Da (yn™!') eine divergente unendliche Reihe induziert, ist die Behauptung
damit bewiesen.

Abbildung 3.12: Linke Spalte: Ein Pfad des Samplers fiir (3.25), darunter der
Verlauf der z1- und zo-Komponente. Rechte Spalte: Analog fiir Simulated
Annealing. Bild: F.Friedrich, Heidelberg

Beispiel 3.3.30 Sampling und Annealing kénnen auch auf kontinuierlichen
Raumen durchgefiihrt werden, etwa fiir gewisse Verteilungen mit Dichten. An
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die Stelle der bedingten diskreten Verteilungen, aus denen gesampelt wird,
treten dann eben bedingte Dichten. Das folgende einfache Beispiel illustriert
das Verhalten von Pfaden der entsprechenden Markovketten. Bei endlichem
Zustandsraum erhélt man qualitativ dhnliche Effekte.

Wir betrachten auf R? die GauBverteilung mit negativem Exponenten

H(x) = (1 — 22/5)° + (22 — 21 /5)%, f(a) cexp(=H(z)).  (3.25)

Wir generieren mit Hilfe des Gibbssamplers und des gibbsschen Annealings
Pfade des assoziierten Markovprozesses. Abb. 3.12 zeigt in der linken Spalte
einen Pfad des Gibbssamplers in der Ebene sowie den Verlauf der x;- bzw.
xo-Komponente. In der rechten Spalte ist analog ein Pfad des Annealing dar-
gestellt. Man sieht deutlich, wie der Sampler die Gaufiverteilung ‘exploriert’,
wéhrend sich der Bereich des Gibbssamplers immer mehr um die Minimal-
stelle z* = (0, 0) konzentriert.

3.4 Exakter MAP fiir das Pottsmodell

In diesem Abschnitt stellen wir fiir ein spezielles Modell einen exakten Al-
gorithmus zur Berechnung von MAP Schéitzern vor. Als a priori Verteilung
wéhlen wir das nach dem Ising Modell einfachste Modell, ndmlich das Potts
Modell aus Beispiel 3.2.4. Es beruht auf der a priori Energiefunktion

H(z) =7 Y X{@byams(Ts m) = |s ~ t 12, # 24,

s~t

wobei 4/ ein - {iblicherweise nichtnegativer - Hyperparameter ist. Die a po-
steriori Verteilung hat also die Energiefunktion

Y|s ~t:xs # x| —InPlx,y).

Wahlen wir fiir die Storung des idealen Signales ein additives weifles gaufli-
sches Rauschen, d.h.
Ys = Ts + 1s

mit i.i.d. zentrierten gauBischen Variablen 7, mit Varianz o?

eine a posteriori Verteilung mit Energiefunktion

, so ergibt sich

1
7,|5Nt:xs7éxt|+ﬁ (ys_xs)2

s
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(bis auf eine additive Konstante). Fiir laplace-verteiltes weifies Rauschen mit

Dichte
1 V2
fla) = Voo P (-7 \37|> -

V2
"|s ~t: s - s T Ls|y
Vs zs # 1| + — Es |ys — |

bekommt man

ebenfalls bis auf eine additive Konstante. Da der MAP nicht von der Multi-
plikation mit einer positiven Konstante abhéngt, konnen wir (bei bekanntem
o) dquivalent die Funktion

Vs ~t g # x| + Z(ys — z,)? (3.26)

oder

7|3~t:x57éxt|+2|ys—ars|. (3.27)

minimieren, wobei v dem Wert 4/ - 2 - 02 bzw. 7/0/v/2 entspricht.

Bemerkung 3.4.1 Man kann zeigen, dafl es im Falle (3.26) bis auf eine
Lebesguesche Nullmenge L C RI®! fiir alle y € RISI\ L eine eindeutige Mini-
malstelle z*(y) gibt (vgl. [20]). Daraus folgt insbesondere, dafi die Minimal-
stelle von (3.26) fast sicher in y eindeutig ist. Diese Aussage a8t sich auf
allgemeineres Rauschen ausdehnen ([20]).

3.4.1 Der Algorithmus

Wir beschrénken uns auf eine Dimension und betrachten folgende Situation:
1. S={1,..., N} ist ein eindimensionales Gitter mit néichsten Nachbarn.

2. Das Rauschen des Gesamtsignals ist exponential verteilt mit der Ener-
giefunktion

D(x,y) =Y plas — ya).

ses
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Die fiir den MAP zu minimierende Funktion hat dann in Verallgemeinerung
von (3.26) und (3.27) die Gestalt

H(z) =7 Hs ~t o, 2o}l + > pla, —
s€S
Wir beschreiben die (idealen) Signale in einer dieser Situation angepafiten
Weise:

Ein Signal x ist eindeutig beschrieben durch eine Partition P = {I} von S
in (diskrete) Intervalle I und die konstanten Werte p; auf diesen Intervallen.
Umgekehrt kann jedes Signal x aus dem Paar (P, up), bestehend aus einer
Partition P und einer Familie up = (us)ep der Werte u; auf den Intervallen

I € P rekonstruiert werden. In dieser Notation nimmt die Funktion H die
Gestalt

H(x) = H(P, pp)) = Hp() (1)

Y- (P@I =1+ D> plys — ), (3.28)

IeP(x) sel

an, wobei |P| die Anzahl der Intervalle I der Partition P bezeichnet, und
jeweils der konstante Wert von = auf dem Intervall [ ist. Sei der Hyperpara-
meter v nun fixiert.

Ehe wir versuchen, die Energiefunktion zu minimieren, halten wir folgen-
de Beobachtung fest: Sobald die Partition P gegeben ist - und somit der erste
Term in (3.28) fest liegt - reduziert sich das Problem auf die Minimierung
des zweiten Terms. Dieser wird dann minimal, wenn jede einzelne Summe

> olys — )

sel

minimal ist; sei die Minimalstelle jeweils mit pj bezeichnet. Somit kénnen
wir fiir diejenigen speziellen Funktionen p, fiir die wir optimale Schétzer u}
kennen, diese einsetzen. Einfache Beispiele sind:

e Fiir p(u) = |u| ist der Wert u} gerade der Median der ys, s € I;
e fiir p(u) = u? ist u} das empirische Mittel der y,, s € I.

Somit kénnen wir das Optimierungsproblem vereinfachen: Wir minimieren
Hp(uy) tiber alle Partitionen P. Wir definieren nun eine Intervallenergie-

funktion H; durch
Hy(p;) =7+ plys —

sel
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Sei P ={Ii,...,1;} eine Partition von S. Die Summe aller Intervallenergie-
funktionen Hj ist nicht Hp, sondern

STHL() = v+ Yoy — ) v+ plys — i)

Ler sely scly

Y pys — )

SEIk

= 7kt > oy

=|p| I€P sel

= 7 (PI=D)+ > > alys — np) +v

IeP sel

J/

—HP(UP)
= Hp(pp) +7

Schreiben wir H fiir die Partition P auf, so bekommen wir die Beziehung

k

Hiony(Bgneny) = =v+ > Hy(u,)
=1

k—1

= -7+ ZHIZ(MIl) + Hy, (pir,,)
=1

= H{Il ----- Ik—1}(:u{f1 ----- [k—l})+HIk(MIk)'

Wir definieren fiir jedes 1 < n < N die Funktion

wobei sich die Minimierung iiber alle Partitionen P = P(n) von {1,...,n}

erstreckt. Mit obiger Rechnung erhalten wir

B(n) = min Hp)(4p(,)) = min [B(r) + Iglel]g Hippi ) (10)]

P(n) 0<r<n-1
fiir alle 1 <n < N. Man beachte, dafl B(/N) das Minimum der Energiefunk-
tion H (z) ist. B ist eine Bellmann Funktion. Das Optimierungsproblem wird

mit Hilfe dynamischer Programmierung gelost.
Der entsprechende Algorithmus kann wie folgt dargestellt werden :
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1. Berechne fiir alle Intervalle [r, s] fiir 1 <r < s < N die Minimierer
(] = in Hy
Hir) = argmin Hyp (1)

und Hj, (,uf‘m]). Beachte, da8 Hp,. (“Fw]) = .
2. Setze B(0) = —v und B(1) = 0.

3. Bestimme rekursiv B(n) fiir alle 1 < n < N und speichere mindestens
ein r: € {0,...,n — 1}, in welchem das Minimum angenommen wird.

4. Konstruiere rekursiv vom Ende her eine Partition von S

Die Minimalstelle 73 von B(N) wird der letzte Punkt des vorletzten
Intervalles. Das letzte Intervall ist damit [ry + 1, N]. Suche nun die
Minimalstelle von B(rY),. .., um die néichsten Unterteilungspunkte zu
bekommen. Diese Konstruktion ergibt eine Partition {Iy,...,I;} von
{1,...,N } und z* ist gegeben durch z} = pj fir s € I.

Dieser Algorithmus liefert in Abhéngigkeit von v stiickweise konstante Ap-
proximationen der Daten. Im Limes 7 — 0 werden die Daten zuriickgeliefert,
fiir v — oo bekommt man das konstante (mittlere) Signal. So kontrolliert ~
die Glattheit von z*. Deshalb liegt es nahe, das optimale z* fiir jeden Wert
von 7 zu berechnen.

Hierzu berechnen wir dhnlich zur Intervallenergiefunktion H;, eine Inter-
vallfehlerfunktion D; durch

Dy(p) = Hr(p) —

und die Partitionsfehlerfunktion Dp fiir eine Partition P durch

Dp(pp) = Hp(pp) =7 - (P =1) =>_ > p(ys

I1eP sel
Ahnlich wie fiir Hyp,,...1,y bekommt man
D{Il 77777 1k}<:u{11 ,,,,, Ik}) = D{Il ~~~~~ Ik—l}(:u{fl ~~~~~ 1k71}) + le (N%)'
Das Minimierungsproblem kann umgeschrieben werden in

min H (x) = min[Dp(sp) +7- ([P| = 1] = min [min (Dp(1sp))+7- (k= 1)
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wobei P eine Partition von {1,..., N} ist. Definiere nun

B(k,n) = min (Dp(u3)),

wobei sich die Minimierung iiber alle Partitionen P von {1, ..., n} erstreckt.
Aus den obigen Berechnungen ergibt sich die Formel

B(k,n) = min [B(k—1,7)+min Dy (4)]
ue

1<r<n—1

fir N>n>k>1.
Wir wollten H (z) fiir jeden Wert von + iiber alle x minimieren. Sei nun

h(v) = min H(z) = min [B(k,N) 4+~ - (k —1)].

x 1<k<N
Wir beschreiben nun den Algorithmus:

1. Berechne fiir alle Intervalle [r, s] for 1 <7 < s < N die Minimierer
gl = in Dy,
Hirs) = arg 00 Dy (11)

und Dy, ¢ (pf, 4)- Beachte, daB Dy,..j(p; 1) = 0.

: [ryr]
2. Setze B(1,n) = Dy (i, ))-

3. Bestimme B(k,n) fir alle 1 < £ < n < N und speichere mindestens
ein 7y, fiir welches das Minimum angenommen wird.

4. Konstruiere rekursiv Partitionen {I7,... I} von S = {1,..., N} aus
den Minimierern von B(k, N), B(k— 1,7} y), ... und 2** ist bestimmt

durch 23 = p¥, fiir s € If.
l
5. Konstruiere die stiickweise lineare Funktion h(7).

Wir betrachten nun den letzten Schritt dieses Algorithmus, nédmlich:

h(v) = min H(z) = 1g€i§nN[B(k, N)+7-(k—1)].

h ist stiickweise linear. Sei I das (offene) Intervall zwischen zwei aufeinander
folgenden Knotenpunkten. Auf [ ist h linear, wobei die Steigung die Anzahl
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der Spriinge in der minimierenden Folge z*(y), v € I, angibt. Die Knoten-
punkte werden auf folgende Weise bestimmt: Auf dem Intervall [0, ;) mit

T e k— N '

(3.30)

ist A linear mit Steigung (N — 1). Sei k; der Wert von k in (3.30), an wel-
chem das entsprechende Minimum angenommen wird. Dann ist & linear mit
Steigung (k1 — 1) bis zum néchsten Knoten

vy = min B(k17N)_B(kaN>

1<k<ki—1 k— ky

Der néachste Knoten wird analog bestimmt. Somit kann die Minimierung von
H fiir alle Werte von v auf die Bestimmung der endlich vielen Knoten von h
zuriickgefithrt werden.

Wieder stehen sich die Forderungen nach Datentreue und Glattheit - die
sich in der Zahl der Spriinge widerspiegelt - gegeniiber. Fiir v — 0 bekommt
man die Daten als Losung mit maximalem k& = N, da in diesem Fall der
zweite Term iiberwiegt. Andererseits ergibt sich fiir v — oo ein optimales
Signal =*, welches konstant ist, also 1 — 1 = 0 Spriinge hat.

Bemerkung 3.4.2 Die Wahl des ‘richtigen” Hyperparameters -y ist ein ent-
scheidendes und schwieriges Problem. Es gehort zum Problemkreis Modell-
wahl. In der Vergangenheit wurden einige Kriterien vorgeschlagen, z.B. das
AIC-Kriterium von H. AKAIKE, [1], oder eine bayesianische Variante von G.
SCHWARZ, [27]. Es ist aber zweifelhaft, ob diese in der vorliegenden Situation
sinnvolle Ergebnisse liefern. Dies ist Gegenstand laufender Untersuchungen,
z.B. in [20]. Die Darstellung iiber alle Hyperparameter ist ein erster Schritt.

Im Falle der linearen Regression wurden exakte AIC-Kriterien in [7] her-
geleitet.

Wir schlieffen diesen Abschnitt mit einem Hinweis auf ein verwandtes Modell.

Bemerkung 3.4.3 Ein Prior, der weniger robust ist als der Potts Prior, aber
eine gewisse Popularitiit geniet, ist der L'-Prior. Er wurde in den letzten
Jahren von einer Reihe von Autoren studiert. Wir beschranken uns auf den
Fall einer Dimension. Wir gehen von einem Regressionsmodell der Gestalt

Y, = m(s) + s
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aus. Dabei sei m eine glatte Funktion auf dem Einheitsintervall [0, 1], die
s € [0, 1] seien die Designpunkte, d.h. die Zeiten oder Orte, an denen das
verrauschte Signal gemessen wird. Wir nehmen gauflisches weifles Rauschen
an. Ziel ist die Minimierung einer penalized Likelihood der Gestalt

L(m) = ATV (m) + > (ys — m(s))’, A>0, (3.31)

wobei TV(m) die Totalvariation von m bezeichnet. Ist zum Beispiel m diffe-
renzierbar, so ist

TV(m) = /0 I (¢)| dt.

In der diskreten Situation kann die diskrete Ableitung immer gebildet werden.
Die Funktion L(m) geht dann iiber in den Ausdruck

La(m) = A Z m(s) = m(t)| + > _(ys —m(s))*, A>0.

Dies kann als Energiefunktion einer a posteriori Verteilung mit a priori Ener-
gie
G(m) =AY |m(s) —m(t)|
s~t
interpretiert werden. In [21] werden die Minimalstellen von (3.31) exakt be-
stimmt. Sie erweisen sich als Output des Taut-String-Algorithmus, der sich
anschaulich wie folgt beschreiben 1483t: Betrachte die kumulierten Daten

Z(s) =) Y.

t:t<s
Betrachte ferner den Schlauch zwischen
2°=7Z4+ N ZV=7Z -\

Fédle nun einen Faden durch den Schlauch und ziehe ihn stramm; er hat nun
die Form einer stiickweise linearen stetigen Funktion, eines Taut-String (wo-
bei iiber die Rander noch zu reden wire). E. MAMMEN und S. VAN DE GEER
zeigen in [21], dal durch Differenzieren dieses ‘ Taut-String’ Minimalstellen
der penalized Likelihood (3.31) entstehen. Es sind dies stiickweise konstante
Funktionen mit Spriingen an den Knoten des Taut-String.
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P.L. Davies und A. KOVAC entwickeln in [11] eine lokal-adaptive Va-
riante. Sie basiert darauf, den Schlauch raumlich variabel so lange zusam-
menzuziehen, d.h. A ortsabhingig zu verringern, bis gewisse Multiresoluti-
onskoeffizienten, dhnlich den Waveletkoeffizienten, der Residuen Y; — 7(s)
des entsprechenden Taut-String m hinreichend klein werden. Dies wird dann
als Hinweis darauf interpretiert, dafl es sich bei den Residuen um Rauschen
handelt und deshalb m eine verniinftige Schéitzung von m ist.

P.L. DAviEs und A. KOVAC argumentieren ferner, daf§ m ein asym-
ptotisch modentreuer Schétzer ist, d.h. Anzahl und Lokalisation der Moden
von m richtig wiedergibt (vgl. [11], Theorem 3.2. Dies ist im Hinblick auf
das folgende Beispiel spannend, bei dem wir das Potts Modell ausschliefSlich
zur Bestimmung der Zahl der Moden einsetzen. Ein systematischer Vergleich
wird in [20] durchgefiihrt.

3.4.2 Beispiel: Gehirndaten aus der
funktionellen Magnetresonanztomographie

Die Daten in Tabelle 3.1 stammen aus der funktionellen Magnetresonanz-
tomographie (fMRT, im englischen auch fMRI). Bei dieser Technik werden
mit Hilfe von Magnetfeldern Anderungen der paramagnetischen Eigenschaf-
ten des Blutes erfait. Diese treten insbesondere in Arealen des menschlichen
Gehirnes auf, in denen erhohte Gehirnaktivitédt stattfindet. Bei Aktivierung
wird dort mehr Sauerstoff benttigt als in Ruhe und deshalb angefordert.
Paradoxerweise erhoht sich die Sauerstoffkonzentration bei Aktivitdt trotz
erhohtem Verbrauch. Im konkreten Fall wurde die Testperson einem visuel-
len duBlerem Reiz ausgesetzt: Ein schachbrettartiges Muster wird periodisch
auf einem Bildschirm fiir 30 Sekunden gezeigt, bzw. abgeschaltet. Dies ent-
spricht schematisch einem Signal, das aus einer Folge von kastenférmigen
Teilstiicken besteht, genannt Boxcar-Signal. Der ungefihre Verlauf eines sol-
chen Signales ist in Abb. 3.13 dargestellt. Man erwartet, daf§ Bereiche des
visuellen Kortex, darauf mit erhohter Sauerstoffkonzentration ‘antworten’. In
einem vermutlich aktivierten Bereich wurden Daten gemessen, wie sie z.B. in
Tabelle 3.1 als Punkte dargestellt sind; die Daten sind bereits grob von Delay,
d.h. Zeitverzogerung, und dem linearen Trend bereinigt. Das Ziel ist festzu-
stellen, ob ein Bereich des Gehirnes auf den Stimulus ‘antwortet’ oder nicht.
Dazu versucht man, das Reizsignal ‘Boxcar’ im Response wiederzufinden.
‘Gebiet’ sind, von der Technik diktiert, gegenwértig Vozel von der Grofie
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3 x 3 x5 mm? (Voxel sind die dreidimensionale Entsprechung der zweidi-
mensionalen Pixel). Der Response wird allerdings eine gestorte Version des

Abbildung 3.13: Idealisierte Gestalt eines Boxcarsignales .

Stimulus sein. Somit scheint uns sinnvoll, nur sehr spartanische Features des
Stimulus im Response zu suchen. Im vorliegenden Fall ist die Zahl der Moden
oder der lokalen Extrema ein Kandidat. Deshalb wurden MA P-Schétzungen
mit einer Potts a priori Verteilung, basierend auf dem dargestellten exakten
Algorithmus durchgefiihrt. Das Rauschen wurde vereinfacht als gauflisches
weiles Rauschen modelliert. Die Ergebnisse fiir verschiedene Werte des Hy-
perparameters v sind in Tabelle 3.1 dargestellt.

Tabelle 3.1: Exakte maximum a posteriori Schétzer im
Potts Modell fiir die Boxcar-Daten aus der funktionel-
len Magnetresonanztomographie: Verschiedene Hyperpa-
rameter 7 in aufsteigender Reihenfolge (aus [20]).

gammaz= 0.0058440 0.0058440>=gamma>= 0.0040250
076 078 g
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0.0040250> =gamma>= 0.0008140 0.0008140>=gammas= 0.0006410

0.0006410>=gamma>= 0.0004070 0.0004070>=gammas>= 0.0003310

0.66 . " . s 066 1 n . s
o 20 W 0 80 0 B o 50 80
0.0003310> =gamma>= 0.0003370 0.0003370> =gammas= 0.0002990
076" 076"

0.66 . " . s 066 1 n . s
0 ) ) 50 ) o 2 o 50 80
0.00027360>=gamma>= 0.0002930 0.0002930>=gammas>= 0.0002920
076" 076"

0.66 . " . s 066 1 n . s
o 20 ) 0 ) 3 2 © 50 80
0.0002320> =gamma>= 0.0002510 0.0002510> =gammas= 0.0002350
.76 076"
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0.0002350>=gamma>=

0.0002290

0.0001820

0.0001200

0.0001020

0.0000670

0.0002290> =gamma>= 0.0002080
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0.0001820>=gamma>= 0.0001680

0.0001200> =gamma>= 0.0001140

0.0000790

0.0000670> =gamma>= 0.0000590
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0.0000590> =gamma>=

0.0000540

0.0000540> =gamma>=

0.0000500

0.0000500> =gammaz=

0.0000500

0.0000480> =gamma»=

0.0000430

0.0000400> =gamma>=

0.0000330
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0.0000540>=gammo»= 0.0000540

0.0000500>=gammo>= 0.0000500

0.0000500> =gammo>= 0.0000480

0.0000430> =gammo»= 0.0000400

0.0000330>=gamma»= 0.0000300
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0.0000300>=gamma>=

0.0000300

0.0000280>=gamma>=

0.0000260

0.0000180>=gamma>=

0.0000180

0.0000130

0.0000120>=gamma>=

0.0000110

0.0000300> =gamma>= 0.0000280
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0.0000260>=gamma>= 0.0000180

0.0000180> =gamma>= 0.0000170

0.0000130> 0.0000120

0.0000110> =gamma>= 0.0000080




130

0.0000080> =gamma>=

0.0000080

gammas=

0.0000020

gammas=

0.0000000
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0,661

0.6,
0

0.6,

0.0000080>=gammo>= 0.0000040

80
= 0.0000010

80
0.0000000

80




Kapitel 4

Eine Auswahl robuster Glatter

In diesem Kapitel stellen wir einige weitere kantenerhaltende Glétter vor, die
z.B. in [34] und [35] diskutiert wurden. Allen ist gemeinsam, daf die fiir die
Kantenerhaltung nétige Robustheit durch die Verwendung einer topfformi-
gen Funktion ¢ - wie sie im Bayesmodell auftaucht - wesentlich ist. An diesen
Beispielen sollen die Gemeinsamkeiten von Filtern, d.h. Verfahren aus dem
Ingenieurwesen, und Schétzern aus der Statistik herausgestellt werden. Es
wird sich zeigen, dafl diese stérker ist als es zunéchst scheinen mag. Aufler-
dem soll noch einmal der Aspekt der Robustheit und deren Verbindung zu
Verlustfunktionen eingehender diskutiert werden.
Wir haben bereits betrachtet:

e die Bayesmethode mit a posteriori Maximumlikelihoodschétzung;
Wir diskutieren im folgenden:

e cinen der Kerndichteschidtzung verwandten Zugang, der auf lokaler M-
Schétzung basiert;

e cinen nichtlinearen Gauffilter;
e cinen Kette nichtlinearer Gauffilter;

e ein lokal-adaptives statistisches Verfahren.

4.1 Lokale M-Glatter

Lokale M-Schétzer, wie wir sie jetzt diskutieren, wurden in C.K. CHuU, I.
GLAD, F. GODTLIEBSEN AND J.S. MARRON (1998), [9], eingefiihrt.

131
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4.1.1 Globale and Lokale M-Schitzer

Wir diskutieren noch einmal die Rolle von topfférmigen Funktionen ¢. Sei-
en die Zufallsvariablen Y;,1 < i < n, i.i.d. gauBverteilt gemi AN (m,o?),
wobei die Varianz bekannt und der Erwartungswert unbekannt seien. Dann
maximiert der Maximumlikelihoodschétzer 1* fiir m die Likelihoodfunktion

¥ —s (210%) ™% . exp <_%ﬂ Z(Y’ - 19)2>

2

oder, dazu dquivalent, minimiert die Funktion
90— Y (Y —9) (4.1)

Durch Bestimmung der Nullstelle der ersten Ableitung sieht man sofort, dafl
das empirische Mittel Y = (3. Y;)/n das Problem 16st; wir haben gesehen,
dafl es sogar ein BLUE ist, d.h. ein bester linearer unverfialschter Schétzer.
Wir haben ferner argumentiert, daf§ das empirische Mittel extrem anfillig
fiir Ausreifler ist. Wir konnen dies auch so ausdriicken: Es ist empfindlich ge-
gen eine Kontamination der zugrundeliegenden (in diesem Falle gaufischen)
Verteilung N (m, %), besonders wenn diese das Gewicht der Tails erhéht.
In der Bildanalyse ist dies jedoch die generische Situation: Nehmen wir an,
daf} das ‘ideale’ Bild die Intensitdt m auf einer Seite einer Kante und In-
tensitit m’ # m auf der anderen Seite. Nehmen wir weiter an, dafl die Y;
verrauschte Intensitdten in einem gleitenden Fenster B(s) um Pixel s sind.
Wenn das Fenster sich von einer zur anderen Seite bewegt, gelangen mehr
und mehr Pixel der m-Seite in das Fenster und es enthélt Beobachtungen
sowohl aus N'(m, ¢?) als auch aus N'(m’, 0?). Ist die Mehrzahl der Pixel auf
der m-Seite, so mochten wir die Pixel der m'-Seite aus dem Glattungspro-
ze3 heraus halten. Eine andere Formulierung ist, i.i.d. Beobachtungen Y; mit

Verteilung
Vi~ (1= )N (1,0%) + aN (v, 0?)

zu betrachten, wobei o > 0 der Anteil der ‘m’-Pixel’ ist. Diese Mischung von
Gaufverteilungen hat moglicherweise stérkere Tails als die ‘reine’ Verteilung
N (m,c?). Dies ist genau die Situation, in der die robuste Statistik ins Spiel
kommt.

Die iiblichen robusten Schétzer fiir Lageparameter sind die sogenannten
M-Schitzer. Die Quadratfunktion in (4.1) wird durch Funktionen ¢ ersetzt,
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die nach auflen langsamer wachsen, d.h. M-Schétzer sind als Minimalstellen
¥* der M-Funktion

@:19}—>290(Y;—19) (4.2)

definiert. Die Funktion ¢ gewichtet Ausreifler schwécher, was im Bildanaly-
sekontext bedeuted,dafl Kanten nicht zu stark iiberglédtted werden. Typische
Beispiele fiir Funktionen ¢ sind

e Gaufsche Quadrate ¢(u) = u?. (Regression wird weitgehend im Kon-
text von L?-Rdumen studiert). Die Losung ist das empirische Mittel
=Y

e Der Betrag der Abweichung p(u) = |u|. Die L?-Theorie wird durch
die (schwierigere) L!-Theorie ersetzt, vgl. P. BLOOMFIELD and W.L.
STEIGER (1983), [6]. In diesem Falle ist ¥* der empirische Median. Er
ist relativ robust, jedoch gléttet er in glatten Gebieten schwicher als
das (L?) empirische Mittel, falls die Verteilung schwache Tails hat.

e P. HUBER, [17], schldgt die Funktion ¢ vor, die innerhalb einer Kugel
mit der Quadratfunktion iibereinstimmt, konvex ist, und so schwach
wie moglich auflerhalb der Kugel wichst. Sie hat notwendig die Gestalt

() = Xju<1t® + Xju>1(2|ul — 1).

Die zugehorige Gibbsverteilung heifit Least Informative Distribution.
Dies ist eine Kombination des L2 und des L!-Falles. Um eine funk-
tionalanalytische Theorie aufzubauen, miissen LP-Raume durch Orlizs
Raume ersetzt werden. Kanten werden nicht perfekt erhalten.

e F.R. HAMPEL, [15], schldgt Funktionen ¢ mit Ableitungen, die au-
Ben gegen 0 gehen, vor. Ein typisches Beispiel ist die so oft erwédhnte
topfformige Funktion ¢ in (3.4). Funktionen dieses Typs sind am ge-
eignetsten zur Kantenfindung.

M-Schitzer sind als stationdre Punkte der M-Funktion @ in (4.2) definiert
oder als Wurzeln der entsprechenden Scorefunction @' (cf. [15]). Diese Defi-
nition ist etwas verwirrend, weil Minima oder wenigstens lokale Minima von
@ wiinschenswert sind. Uberdies ist nicht klar, welches der eventuell zahlrei-
chen lokalen Minima zu wéhlen ist. Dies fiihrte iibrigens zu einer beachtlichen
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Kontroverse innerhalb der Statistik. Fiir die Bildanalyse ist dies eher ange-
nehm und eine Chance. Es zeigt sich, dafl lokale Minima nahe bei den Daten
bessere Restaurationen liefern, als globale Minima. Dies werden wir wir im
Abschnitt 4.1.2 und 4.1.3 besprechen.

4.1.2 Lokale M-Glatter

In einem Pixel s soll die Intensitét abhédngig von den Intensititen y;, t € B(s),
in einem Fenster B(s) um s neu bestimmt werden. Um Glattung iiber Kanten
hinweg zu vermeiden, greifen wir auf die oben skizzierte M-Schditzung zuriick
und minimieren (4.2) entsprechend die Funktion

Dy ) — Z oYy =), (4.3)

teB(s)

wobei (Y;)i; = (Y)ten(s) und ¢ von dem oben diskutierten robusten Typ ist.
Natiirlich sind die zufélligen Intensitédten Y; nicht mehr i.i.d. Dieser Schétzer
wird iiber Plateaus mit glatten Réndern gut gldtten. Andererseits wird er
feine Details wie Spikes zerstoren.

Um dies zu vermeiden, schlagen C.K. CHU, I. GLAD, F. GODTLIEBSEN
and J.S. MARRON (1996 - 98), ([9]), eine lokale Version vor. Die Funktion
@, hat im allgemeinen zahlreiche lokale Minima. Diese Tatsache nutzen die
Autoren aus (sie galt lange Zeit als gravierender Nachteil der M-Schitzung).

Startend von der aktuellen Intensitédt Y, im Pixel s wird als Schatzung *
das am néchsten bei Y; liegende lokale Minimum von @, gewéahlt; genauer ist
¥* die néchste lokale Minimumstelle von @, links von Y, falls die Ableitung
von @, in Y positiv ist und die néchste rechts von Y, sonst. Als Funktion ¢
wird eine negative Gaufifunktion ¢, eingesetzt (vgl. Abb. 4.3, mittlere Zeile,
linke Spalte) gegeben durch

g(u) = exp(—u?/2), vo = —g(u/o)/o, o> 0. (4.4)

Schliefllich werden die ‘harten’ Fenster B(s) durch ‘weiche’ ersetzt, d.h. es
wird eine glockenformige Gewichtsfunktion ¢, eingefiihrt, die weit entfernte
Pixel nur schwach gewichtet. Insgesamt wird also die Funktion (4.3) durch

Dy — Y 0o (Vi — D)vr(s — 1) (4.5)

ersetzt.
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Dieser lokale M-Gldtter erhilt Kanten und Spikes; iiberdies ‘glittet er
iitber Schluchten hinweg’, vgl. Fig. 4.1, obere Reihe. Das linke Bild zeigt eine
verrauschte Treppenfunktion mit ihrer Restauration. Das rechte zeigt die
Hohenlinien der Funktion (s,d) — ®4(¢). Fiir jedes s auf der Abszisse started
der Algorithmus in y, und geht zum néchsten lokalen Minimum entlang der
y-Richtung.

Diese Idee ist eng mit der MAP-Schitzung mit robuster a priori Ver-
teilung verwandt. Der Hauptunterschied besteht in der lokalen anstelle der
globalen Optimierung. Die Autoren fithren auch eine asymptotische Analyse
von Bias und Varianz durch (was umfangreiche Rechnung erfordert).

4.1.3 W-Schitzer

Wir identifizieren nun den lokalen M-Glétter mit einer lokalen Version des
klassischen W-Schétzers aus der robusten Statistik. Zu diesem Zweck fiihren
wir einige Begriffe aus der robusten Statistik ein.

M-Schétzer werden héufig als stationidre Punkte der M-Funktion @ in
(4.2) oder als Nullstellen ihrer Ableitung oder Scorefunktion &' definiert.
Eine solche Definition schliefit lokale Minima, Sattelpunkte und sogar lokale
Maxima ein. Eigentlich sind nur Minima oder wenigstens lokale Minima von
@ von Interesse. Wir skizzieren nun, wie in der Praxis damit umgegangen
wird. Vorher beschreiben wir den klassischen Rahmen.

Seien Zufallsvariablen Y7,...,Y,, gegeben. Ein W-Schdtzer v* ist dann
nach ([15]) definiert durch

1

0 = SV ) > w(Y; - )Y (4.6)
wobei die Gewichtsfunktion w positiv oder wenigsten nichtnegativ ist, so
daB die Summe im Nenner nicht verschwindet. Ublicherweise werden unimo-
dale symmetrische Funktionen mit Zentrum in 0 eingesetzt, z.B. gauflische
Dichten oder Aproximationen davon mit kompaktem Tréger. Fiir konstante
Gewichte w definiert die Formel (4.6) einen gewohnlichen linearen Filter, d.h.
ein gewichtetes Mittel. Neu ist, dafl die Gewichte von der Schitzung ¥* selbst
abhéngen.

Wegen der Normalisierung ist die rechte Seite eine konvexe Kombination
der Daten und es gilt

(4.6) <= Y w(Y;=0") - (Yi—9) =0<= ) o(Y;—9") =0, (47

i
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Abbildung 4.1: Linke Spalte: Eine Treppenfunktion (durchgezogene Linie),
gauBisch verrauscht (Punkte). Die dicken Linien zeigen die Restaurationen
mit (von oben nach unten): dem lokalen M-Glitter, dem nichtlinearen Gaufl-
filter, der Kette nichtlinearer Gauflfilters und einem radialen Basisfunktions-
netz, das hier nicht besprochen wird. Die rechte Spalte enthélt Konturlinien
der Funktionen @;, (4.3), in der s-y-Ebene (erste und zweite Zeile).



4.1. LOKALE M-GLATTER 137

wobei
$(w) = u- w(u).
Sei ¢ = ¢'. Dann werden (4.6) und (4.7) impliziert von

" minimizes locally & : 9 — Z e(Y; = 0). (4.8)

Losungen von (4.8) sind die lokalen M-Schétzer aus Abschnitt4.1.1 und (4.6)
charakterisiert die stationdren Punkte von @. Eine Standardmethode, um

spezielle Losungen von (4.6) zu berechnen ist der iterative Algorithmus, der

durch
1

7~9k+1 = ZZ@U(Y; _ lgk) Z'&U(Y; — ﬁk)}/; (49)

gegeben ist. Da die lineare Kombination der Y; auf der rechten Seite sogar
eine Konvexkombination ist, kann die Vorschrift umformuliert werden zu

Oppr = O+ 3 w(¥i—0)(V; — 0g)
= Dt > (Vi — ) (4.10)

= D= (Vi =) (9),

Dabei nehmen wir an, dal dafl v, die Summe der Koeffizienten zu 1 normiert.
Wir lesen ab, daf obige Rekursion nichts anderes als ein klassischer (steilster)
Gradientenabstieg ist. Startet man in Yy = y;, so konvergiert die Folge (U )
(hoffentlich) gegen das lokale Minimum der M-function @ aus (4.8), welches
talwérts am néchsten bei y; liegt. Mit Hilfe dieses Algorithmus haben wir die
Definition des W-Schétzers dahingehend prézisiert, dafl er keine (isolierten)
lokalen Maxima mehr liefern kann (auBer er startet in einem solchen).

4.1.4 Zusammenfassung

Der W-Schétzer liefert jeweils angewendet auf Intensitédtsdaten Y; in ei-
nem Fenster B(s) um ein Pixel s liefert genau die lokale M-Schitzung aus
Abschnitt 4.1.2. Dabei wurde angenommen, dafl der Gradientenabstieg ge-
gen geeignete Werte konvergiert. Der einzige Unterschied ist, dafl in unserer
Formulierung der Optimierungsalgorithmus festgelegt wurde, wihrend man
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in der Formulierung in Abschnitt 4.1.2 beliebige Optimierungsalgorithmen
eingesetzt werden konnen. (Diese Aquivalenz wurde unabhéngig von D.G.
SiMPSON, X. HE and Y.-T. Liu, [28], und dem Autor beobachtet).

4.2 Nichtlineare Filter

In diesem Abschnitt fithren wir nichtlineare Filter, insbesondere gauflische
ein. Wir zeigen die enge Verwandtschaft zu einer Variante der sogenann-
ten W-Schétzer auf und enthiillen so eine enge Bezichung zum lokalen M-
Glaétter. Gleichzeitig werden die Rechnungen in Abschnitt 4.1.3 benutzt,
um die Beziehung zwischen Topffunktionen ¢ in den M-Funktionen und den
Gewichten nichtlinearer Filter aufzuzeigen.

4.2.1 w-Schitzer

w-Schdatzer sind als das Ergebnis 07 des ersten Iterationsschrittes in (4.9)
oder (4.10) definiert, cf. [15]:

1
P =) = > w? (Vi = 9o)do. (4.11)

2w (Yi = o)

Vor dem Hintergrund der obigen Diskussion, bewegt sich dieser Schétzer also
von ¥y aus ein Stiick talwérts in Richtung des néchsten lokalen Minimums
von @, d.h. also der lokalen M-Schéitzung. Somit liegt er zwischen dem lokalen
M-Schétzer und dem Startwert 1.

4.2.2 Der nichtlineare Gaufifilter

Um den w-Schétzer auf Signale oder Bilder zu {ibertragen, wenden wir ihn
wieder lokal an. Um den gefilterten Wert der Intensitét in einem Pixel s zu
bestimmen, ersetzen wir die Zufallsvariablen Y; im w-Schétzer durch zuféllige
Intensitéiten Y; in einem Fenster B(s) um s. Der Startwert 9y = Y; fiihrt zu
dem Filter

(FY), =0 =9 = S Yt Zw (4.12)

Dies ist bereits eine einfache Form des o-Filters. Es ist iiblich, das harte
Fenster B(s) wieder durch Gewichte zu ersetzen, die rdumliche Entfernung
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penalisieren. Dazu fithrt man eine zweite Gewichtsfunktion v ein - {iblicher-
weise glockenférmig - und definiert:

(FY), =0" = S e (Y, _1YS)UT(t — S)Zw"(Y; — Yo (t —5)Y;. (4.13)

Die Parameter o and 7 messen die Bandweite von w and v. Sind z.B. w und
v gauBische Dichten, so sind ¢ und 7 die jeweiligen Standardabweichungen.
(4.13) ist die allgemeine Form eines o-Flilters.

Wie schon erwédhnt, unternimmt der Filter, startend in y, einen Schritt
talwérts in Richtung des néchsten lokalen Minimums von @, erreicht es
jedoch im allgemeinen nicht. Somit liegt das Resultat zwischen den Daten und
dem Ergebnis des lokalen M-Glatters. Dies erklért, dafl er glattet und Kanten
weitgehend erhélt. Andererseits erbt er eine gewisse Rauhheit von den Daten.
Abb. 4.2 zeigt die Daten als Punkte, das Ergebnis der lokalen M-Gléittung als
glatte Line und das Resultat des Filters als zackige Linie dazwischen. Abb.

.0z 0.0 0,075 0.1 O.125% 0O.1% 0.1%% 0.2

Abbildung 4.2: x-Achse: rdumliche Skala; y-Achse: Intensitétsskala. Der o-
Filter (zackige Linie) bewegt sich ein Stiick von den Daten y, (Punkte) weg
in Richtung auf das néchste lokale Minimum von @ (glatte Linie)

4.1 zeigt die Anwendung auf die Standardtreppenfunktion. Die Hohenlinien
sind dieselben wie fiir die M-Funktion mit den selben Gewichten w.
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Beispiel 4.2.1 In Abschnitt 4.1.3 wurde eine Beziehung zwischen den topf-
formigen Funktionen ¢ als Grundelemente der M-Funktionen, ihren Score-
funktionen ¢ und gewissen Gewichten w aufgedeckt. Im selben Abschnitt
und in Abschnitt 4.2.1 wurde klar, daf} dies die Gewichte eines nichtlinearen
Filters sind. Daraus ergibt sich eine Beziehung zwischen lokalen M-Glattern
und dazugehorigen Filtern. Diese ist fiir verschiedene Typen von Funktionen
@ in Abbildung 4.3 illustriert. Abgeschnittene Quadrate ¢ als M-Funktionen
z.B. korrespondieren zu ‘Truncated Means’ als nichtlineare Filtergewichte w;
negative GauBdichten korrespondieren mit gauflischen Gewichten usw.

Sind w? und v” gauBisch, so wird (4.13) haufig nichtlinearer Gauffilter ge-
nannt. Er wird z.B. in [13] und [31] untersucht.

Beispiel 4.2.2 Wir illustrieren die Wirkung des nichtlinearen Gauffilters
an einem Beispiel aus der biochemischen Pflanzenpathologie, [16]. Die Daten
stammen aus einem Experiment, in dem Stress von Pflanzen mit Hilfe von
photo-stimulierter Radioluminiszenz untersucht wurde. Abb. 4.4 zeigt ver-
rauschte und gegléttete Versionen eines ‘Bildes’ und einer einzelnen Zeile.

4.3 Ketten nichtlinearer Gauflfilter

Meist ist die Gléattung durch eine einzige Anwendung des o-Filters nicht aus-
reichend. In einer Reihe von Arbeiten studierten V. AURICH et al (1994 —
98), 3], [4], [23], [31], Ketten nichtlinearer Gauffilter '. Thre Wirkung #hnelt
der des lokalen M-Glétters, sie arbeitet jedoch sehr schnell. Obenstehende
Beobachtungen iiber den o-Filter zeigen, dafl eine enge Beziehung zum loka-
len M-Glétter besteht.

Die Filterkette ist eine iterative Methode, deren einzelne Schritte gegeben
sind durch

1 o T
(FY)s = thom_mw(t_s);w (Y, = Y )" (t — s)Y,

wobei ¢ > 0 und 7 > 0 Skalenparameter sind, z.B. Standardabweichungen
falls v und w GauBdichten sind. Wahrend der Iteration werden o und 7
variiert. Formal ist die Filterkette definiert durch

Fo'ny’rn O:--0 fglley (414)

ISource code under Aurich’s web site



4.3. KETTEN NICHTLINEARER GAUSSFILTER 141

|
AN
>

Abbildung 4.3: Einige Beispiele von Funktionen ¢ (linke Spalte), ihren Ablei-
tungen 1 (mittlere Spalte) und den dazugehorigen Filtergewichten w (rechte
Spalte). Von oben nach unten: ¢ die Quadratfunktion, die abgeschnittene
Quadratfunktion, die negative Gaufifunktion, die Betragsfunktion und die
abgeschnittene Betragsfunktion.
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Abbildung 4.4: Daten und Restauration; Intensitéatsprofil von Zeile 170



4.3. KETTEN NICHTLINEARER GAUSSFILTER 143

Der erste Filterschritt reduziert hauptsédchlich den Kontrast in feinen De-
tails: Es wird ein sehr kleiner rdumlicher Skalenparameter 7 (entsprechend
einem sehr kleinen Fenster) verwendet, um grobe Strukturen nicht zu verwi-
schen. Andererseits sollte dieses Fenster von der Grofie feiner Strukturen sein.
Der Parameter auf der Intensitédtsskala wird breit gewéhlt; im wesentlichen
bestimmt er den maximalen Kontrast in der Feinstruktur, der schliellich eli-
miniert werden soll. Die folgenden Schritte bewirken weitere Reduktion des
Rauschens; gleichzeitig konnen sie Kanten groberer Strukturen schérfen, die
in vorhergehenden Schritten verwischt wurden. Um dies zu erreichen, werden
die rdumlichen Skalenparameter 7 vergréflert, wiahrend die Parameter o fiir
die Intensitétsskala vermindert werden.

In einem zusétzlichen letzten Schritt konnen die so erhaltenen - letz-
ten - Gewichte noch einmal auf die Ursprungsdaten angewendet werden, um
eine befriedigende Rekonstruktion zu erreichen, die weniger die Gestalt ei-
ner Treppenfunktion hat. Entrauschen und Kantenschérfung ist in Abb. 4.5
illustriert. Die Grofle der Skalenparameter ist durch Fenster in der Raum-
Intensitédtsebene symbolisiert.

Diese Filterkette liegt der Kantenfindung in den Bildern in Abb. 1.1, 1.2,
1.3 und 1.4 in der Einleitung 1 zugrunde.

Abb. 4.6 zeigt Glattung und Kantenscharfung iiber einen einzelnen Sprung.
Die Anzahl n von Iterationen ist klein: die Wahl n = 4 gibt in den meisten
Anwendungen gute Resultate. die optimale Wahl der Skalenparameter wird
in [23] diskutiert; sie hdngt von der Dimension der Daten ab. In einer Di-
mension und n = 4 wird oy = o4_1/2 and 7, = 47,1 vorgeschlagen.

Der Algorithmus ist sehr schnell und robust. In vielen Féllen liefert er
ausgezeichnete Resultate. Die rigorose mathematische Analyse ist schwierig
und nur in Ansdtzen durchgefiihrt. Der Grund dafiir ist derselbe wie fiir vie-
le andere iterative Verfahren: Die Data werden in jedem Schritt nichtlinear
transformiert und deshalb gehen statistische Eigenschaften wie Unabhéngig-
keit oder gute Eigenschaften der Verteilungen sofort verloren. Diese Probleme
haben wir schon bei der Analyse des Medianfilters erkannt.

Beispiel 4.3.1 Der Algorithmus wurde auf einen Stapel von Bildern, d.h.
einen Film angewandt. Die Daten sind also Elemente von R? x R,. Abb. 4.7
zeigt ein Frame mit einem einzelnen dunklen Fleck vor Hintergrund. Im Film
bewegt sich der Fleck iiber die Fliche. Abb.4.8 zeigt zwei dunkle Flecken vor
einem Hintergrund, von denen im Laufe der Zeit sich ein Fleck diagonal iiber
die Flache bewegt, wiahrend der andere pulsiert. Aus einem Schnappschufl



144 KAPITEL 4. ROBUSTE GLATTER
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Abbildung 4.5: Verrauschtes Signal gefiltert mit sukzessiven Schritten der
nichtlinearen gaufischen Filterkette. Von oben links nach unten rechts: Die
Daten und Skalenparameter des ersten Schrittes; Ergebnis des ersten Schrit-
tes; Ergebnis des zweiten Schrittes; Ergebnis des dritten Schrittes; Ergebnis
des modifizierten vierten Schrittes; Ergebnis des modifizierten fiinften Schrit-
tes; Differenz zum Originalbild; Originalbild (aus [23])

oder Frame sind die Objekte in den verrauschten Bildern vom menschlichen
Auge so gut wie nicht zu erkennen. Die Filterkette wird jedoch dreidimen-
sional verwendet. So kann sie Information aus der Vergangenheit nutzen, um
die einzelnen Frames zu restaurieren. Anschlieend werden die Objekte de-
tektiert und markiert. Abb. 4.9 gibt einen dreidimensionalen Eindruck von
Original und Restauration.

Bemerkung 4.3.2 Bekanntlich entsprechen lineare Gauffilter den Losun-
gen der Wirmeleitungsgleichung
Ju(t, x)

_ 2
ik Au(t, x).
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Abbildung 4.6: Glattung und Kantenschérfung iiber einen einzelnen Sprung
durch die Aurichsche Kette nichtlinearer Gauffilter (aus [31]).
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Abbildung 4.7: Eine Momentaufnahme aus dem Film ‘Laufender Fleck’, ver-
rauscht, restauriert und markiert, Bild: V. Aurich, Diisseldorf

Abbildung 4.8: Eine Momentaufnahme aus dem Film ‘Laufender und oszillie-
render Fleck’, verrauscht, restauriert und markiert, Bild: V. Aurich, Diissel-
dorf

Analog sollte eine solche Entsprechung zwischen nichtlinearen Gauffiltern
und der sogenannten anisotropen Diffusion

Ju(t, x)

ek a*div D(gradu(t, z)) grad u(t, z)

existieren, die zu einer anisotropen Wéarmeleitungsgleichung gehort, existie-
ren. Diese zu etablieren ist Gegenstand aktueller Forschung. Die Rolle der
anisotropen Diffusion in der Bildanalyse wird in WEICKERT (1998), [30],
diskutiert.
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Abbildung 4.9: Dreidimensionale Darstellung des Filmes aus Abb. 4.8, Bild
V. Aurich, Diisseldorf

4.4 Adaptive-Gewichte-Gliattung

Diese Methode wird in einer Reihe von Arbeiten von J. POLZEHL und V.G.
SPOKOINY (1998), [26], [25], [24] vorgeschlagen. Wir beschrinken uns auf die
Darstellung der in [26] und [25] vorgestellten Methode. Diese iterative Metho-
de ist formal dhnlich wie die Aurichsche Kette von nichtlinearen Gauffiltern
(4.14). Der wesentliche Unterschied ist, dal die Gréflen, welche den Parame-
tern oy and 7 in (4.14) entsprechen, lokal aus den Daten geschéitzt werden.
Dies liefert eine adaptive Methode. Uberdies werden die Filtergewichte direkt
aus den Daten geschétzt und nicht aus transformierten Daten wie in (4.14).

4.4.1 Der Algorithmus

Zunichst werden einige Parameter fixiert: For jeden Designpunkt? s wird eine
aufsteigende Folge von Fenstern U¥ um s, welches n{® Pixel enthilt, gewéhlt.
es wird vorausgesetzt, dafl konsistente Schitzungen V; der unbekannten Va-
rianzen der Variablen Y, vorliegen. Uberdies seien Parameters A > 0 und

2Designpunkte entsprechen in unserer Sprache den Stellen oder Pixeln; das Wort Design
kommt aus der Theorie der Regression



148 KAPITEL 4. ROBUSTE GLATTER

n > 0 gewdhlt. Der Algorithmus wird mit £ = 0 und

1 1
(O 0) —
VO =5 3oV V== 3

5 jeuy Ns ™ jeuy

initialisiert. In den folgenden Schritten fiir £ > 0 und s € S werden Filterge-

wichte geméf
Y;(kfl) _ Y(kfl)
w(s;t) =g ( ;

AV ED

fiir alle Punkte ¢+ € U berechnet. Der Kern g ist glockenférmig, dhnlich
wie (4.4). Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Beispielen von Filtern
sind die Gewichte hier nicht symmetrisch. Neue Schétzungen von Y werden
berechnet geméf

1
Y= (k) (-
Y; B ZteUk w(k)(s; t) Z w (87 t))/h

teUk

und neue Schitzungen von V' geméfl

1
Ve = 5 Z w® (s:)%V,.
(ZteUsk w(k)(s;t)) teUk

Das Resultat wird in der folgenden Weise kontrolliert: Sei
K=1{01,2,4,...,2" ...}

Fiir jedes [ € I, | < k, wird gepriift, ob

Y ® —y O] > /VO,

S

Ist diese Ungleichung fiir ein solches [ erfiillt, dann werden die bisherigen
Schétzungen verworfen und das vorhergehende Y und VFY behalten.
Der Algorithmus terminiert, falls entweder k eine vorher gewéhlte Schran-
ke k, iibersteigt oder wenn Y*® = Y*=1_ Wir bezeichnen mit ()A/S)SGS die
schliefllich resultierende Schéatzung.

Der Kontrollschritt verhindert, dafy der Algorithmus frither entdeckte Un-
stetigkeiten verliert. Er ist notwendig, weil in jedem Schritt die Originalda-
ten verarbeitet werden. Er hat allerdings einige praktische Nachteile. Die
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Reconstructed image
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Abbildung 4.10: Grauwerte im Original 0, 0,5 und 1; Standardabweichung des
Rauschens 0,4. Aus [25], J.R. Statist. Soc. Ser.B, 62:2, 2000, 335-354, mit
freundlicher Erlaubnis von J. POLZEHL, Berlin, V. SPOKOINY, Wiirzburg.

Wahl von K = {0,1,2,4,...,2', ...} ist mehr oder weniger pragmatisch und
nicht theoretisch untermauert. Eigentlich wihre K = {0,1,2,3,4,5,...} die
natiirliche Wahl. Jedoch sogar im ersten Fall ist der Kontrollschritt fiir klei-
nere k zeitaufwendig.

Die Resultate dieser Methode werden allgemein als sehr gut eingeschétzt.

Beispiel 4.4.1 Die Abbildungen 4.10, 4.11 und 4.12 illustrieren die hohe
Qualitét dieses lokal adaptiven Glétters.

Abbbildung 4.10 basiert auf dem Testbild aus J. POLZEHL und V. SPO-
KOINY (2000), [25]. Die Grauwerte im Original sind 0, 0,5 und 1; die Stan-
dardabweichung des Rauschens ist 0,4. Fiir die Rekonstruktion des Bildes
mittels adaptiver Gewichte Glattung war der maximale Umgebungsradius
80 Pixel, die maximale UmgebungsgroBe n¥=) betrug etwa 20000 Pixel.

Abbildung 4.11 zeigt Original SAR Bilder (Synthetic Aperture Radar)
mit log-transformiertem C-Band und HH-Polarisation, aufgenommen von E.
ATTEMA vom European Space Research and Technology Centre, Noordwijk,



150 KAPITEL 4. ROBUSTE GLATTER

Niederlande. Es handelt sich um ein Gebiet nahe Thetford Forest, England.
Die Daten sind unter

ftp://peipa.essex.ac.uk/ipa/pix/books/glasbey-horgan/

erhéltlich. Die adaptive-Gewichte-Rekonstruktion hatte eine maximale Um-
gebungsgrofe n#+) von 149 Pixeln. Es werden das verrauschte Bild und die
Rekonstruktion zusammen mit den Residuen gezeigt. Die Abbildung ent-
stammt der Arbeit [25], J.R. Statist. Soc. Ser. B, 62:2, 2000, 335-354, von
J. PoLzEHL, Berlin, und V. SPOKOINY, Wiirzburg.

Abbildung 4.12 zeigt den mittleren Teil eines MRT-Bildes (M agnet Resonanz
Tomographie), die adaptive-Gewichte-Rekonstruktion und den Logarithmus
der Varianzreduktion in jedem Pixel. Die Varianzreduktion in jedem Pixel
ist umgekehrt proportional zur effektiven Anzahl der zur Schiatzung heran-
gezogenen Punkte. Die Bilder stammen von F. GODTLIEBSEN, University of
Tromsg.

4.4.2 Die Parameter

Die Wahl der Parameter ist vom empirischen Standpunkt aus kritisch. Ahn-
lich wie bei AURICH wachsen die GréBen der Nachbarschaften U expo-
nentiell, typisch wie ngk) x 2F. Es werden z.B. die 2 Punkte, die s in der
euklidischen Distanz am néchsten liegen oder solche in wachsenden Kugeln

gewahlt. Die Wahl von n” ist ebenfalls von Bedeutung. Sei

¢ = min{|a — b| : a,b mogliche Intensitéiten}

der Bildkontrast. Fiir grofies Signal zu Rausch-Verhéltnis ¢/o > 2 empfehlen

die Autoren ngo) =1; fir 1 < ¢/o < 2, scheint ein Wert ngo) = 5 und fiir
c/o <1 ein n® > 9 praktikabel.

Ferner empfehlen die Autoren Werte 3 < n < 4 und 2.5 < A < 3. Der
Parameter A\ kontrolliert den Fehler erster Art, d.h. fiir grofles A wird die

Wahrscheinlichkeit, artifizielle Spriinge zu detektieren, reduziert.

4.4.3 Rigorose Resultate

Die Autoren beweisen einige rigorose Resultate, cf. [25]. Der Kern g ist dabei
rechteckig, d.h. von der Gestalt

9 = X{y<1}-
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Abbildung 4.11: SAR-Bilder aufgenommen von E. ATTEMA vom European
Space Research and Technology Centre, Noordwijk, Niederlande. Es han-
delt sich um ein Gebiet nahe Thetford Forest, England. Daten sind unter
ftp://peipa.essex.ac.uk/ipa/pix/books/glasbey-horgan/ erhéltlich.
Verrauschtes Original, Rekonstruktion und Residuen. Aus [25], J.R. Statist.
Soc. Ser.B, 62:2, 2000, 335-354, mit freundlicher Erlaubnis von J. POLZEHL,
Berlin, und V. SPOKOINY, Wiirzburg.
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Abbildung 4.12: Mittlerer Teil eines MRT-Bildes, die adaptive-Gewichte-
Rekonstruktion und der Logarithmus der Varianzreduktion in jedem Pixel.
Mit freundlicher Erlaubnis von F. GODTLIEBSEN, University of Tromsg.

Fiir diesen Kern sind alle nichtverschwindenden Gewichte gleich.

Wie bei unserer Behandlung des Medianfilters betrifft das erste Resul-
tat die verrauschte Fliche. Die Rauschvariablen Y; sind i.i.d. gauflisch mit
Erwartungswert a; das Modell hat also die Gestalt

Yi=a+mnss€S. (4.15)

~

Es wird gezeigt, dal mit hoher Wahrscheinlichkeit die Schétzung (Y;) eine
Konstante ist und daf die Abweichungen Y, —a von der Ordnung n~"/? sind.

Satz 4.4.2 Sei in (4.15) die Grifle a eine reelle Zahl und seien ns, s € S,
unabhdngige und identisch verteilte gauflische Zufallsvariablen mit Erwar-
tungswert 0. Seien ferner

9= Xqy<1y, n? =n®

fiir alle
se S nk) =19,

und C' eine reelle Konstante mit

n(1)+...+n(k*) SC’Sl



4.4. ADAPTIVE-GEWICHTE-GLATTUNG 153

und
N> (2+0)log S|

mit & > 0. Dann gilt

P (w(k)(s;t) =0 fir ein k < k,,s # t)
< n?’C/2exp(—A*/4) + k.nlogy(2k.) exp(—n*/2).

Die Schranke auf der rechten Seite von (4.16) ist klein, falls A* > (8 +4) logn
und 7? > (2 + §)logn mit einer Konstante §. Da im letzten Schritt (mit
dem Index k,) alle Pixel vom Fenster U* iiberdeckt werden, bedeutet das,
daB mit hoher Wahrscheinlichkeit alle Schitzwerte Y, mit dem Mittel aller
beobachteten Daten Y, iibereinstimmen.

Die néchste Aussage betrifft stiickweise konstante Regression, d.h. den
Fall von Kanten. Wir nehmen der Einfachkeit halber das Modell

Yy =(a-xal(s) +b-x5(s)) + s, (4.16)

an, wobei A und B eine Partition von S in zwei disjunkte Gebiete bilden. (7))
sei wieder ein weiles (zentriertes) gauflisches Rauschen, d.h. Y; ~ A(0, o).
Das néchste Resultat sichert, dal zwischen Pixeln, im Inneren von A bzw.
B, keine Mittelung stattfindet wenn der Kontrast hoch genug ist.

Wir fahren mit der Notation von Theorem 4.4.2 fort. Der Kontrast ist
einfach ¢ = |a — b|. Das Innere von A C S ist die Menge der Pixel s fiir die
A eine Umgebung enthélt:

A°={se S :U?C A}
Satz 4.4.3 Sei Y durch (4.16) gegeben. Dann gilt
w®(s;t) =0 fiir alle s € A°t € B° k < k,,

mat Wahrscheinlichkeit gréfier oder gleich

2
1 1 (0)

1—=-C-|S)? exp ——( i -\a—b\—Qn)
2 o

4

Sind 7? von der Gréfienordnung (2 + §) logn und

o 'WnOa — b > 4n
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dann ist die Wahrscheinlichkeit im Satz durch |S|? exp(—n?) beschrinkt, was
fiir grofle |S| klein ist. Dadurch ist die Miflklassifikationsrate im Inneren der
Gebiete klein. Fehler treten vor allem in der Ndhe der Réander auf. Dies gibt
natiirlich bei sehr unregelméfigen Réndern Probleme.

Die Beweise sind einfach; sie beruhen auf Standardwissen iiber Gauf-
verteilungen. Der Grund fiir diese Einfachheit ist, dal in jeden Schritt die
Originaldaten Y; eingehen und somit die einfachen Eigenschaften des Rau-
schens erhalten bleiben. Dies steht im strikten Gegensatz zu AURICH’S Fil-
terkette, bei der die Daten sukzessive transformiert und so die angenehmen
Eigenschaften des Rauschens (schon im ersten Filterschritt) zerstort werden.
Andererseits bedingt dies den Kontrollschritt. Er spielt die eigentliche Rolle
in den Beweisen. Es zeigt sich, daf er auch fiir das praktische Funktionieren
des Verfahrens wesentlich ist.

Noch ein mal: Hier liegt der entscheidende Unterschied zu Aurichs Filter-
kette, da sie das Ergebnis eine Schrittes im néchsten weiter transformiert. Sie
arbeitet zwar in der Praxis gut, ist aber aus den oben genannten Griinden
einer rigorosen theoretischen Behandlung nur schwer zugénglich.
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