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Zusammenfassung

In diesem Essay beschéftigen wir uns mit dem Zufall. Die Mathe-
matik lassen wir dabei beiseite. Es geht vielmehr um eine Diskussion
der vielfdltigen Facetten dieses Begriffes, von der Intuition bis hin zur
mathematischen Axiomatik.

In der Tat zéhlt der Zufall zu den oft mifiverstandenen fundamen-
talen Begriffen. Dies gilt vom menschlichen Alltag angefangen bis in
die verschiedensten Zweige der Wissenschaft und auch den schulischen
Bereich hinein.
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1 Einleitung

Viele mathematische Gegenstéinde haben eine Abfolge von Entwicklungstu-
fen durchlaufen, beginnend mit subjektiver Einschéitzung oder einem Gefiihl
auf der Basis realer Erscheinungen, forschreitend {iber einen erkenntnistheo-
retischen auf der Basis philosophischer Uberlegungen und dann einen wissen-
schaftlichen Begriff, der sich u.a. auf Messungen und Beobachtungen stiitzt,
bis schliellich hin zur abstrakten mathematischen Axiomatisierung und dem
anschliefenden mathematischen Glasperlenspiel gemaf den Regeln solcher
Axiomatik.

Beispiele sind etwa die klassischen Disziplinen der Geometrie oder Alge-
bra. Auch in der Thermodynamik finden wir eine solche Entwicklung,von
der gefiihlten Temperatur, iiber die objektive Messung mittels Thermome-
tern[] hin zu den experimentell gewonnenen Grundgesetzen und schlieflich
den Hauptsitzen der Thermodynamik und der Gibbsschen Fundamental-
form.

SchlieBlich stellt sich die Frage, wie die daraus gewonnen Sétze wieder in
Form von Entscheidungen auf die Realitéit zuriickwirken sollen.

Dieser Aufsatz beschéftigt sich mit einem Begriff, der ungleich schillernder
ist, ndmlich dem Zufall. Die mathematische Lehre vom Zufall nennt man Sto-
chastik. Das Wort kommt aus dem Griechischen und bedeutet ,,zum Erraten
gehorende Kunst“. Wir zitieren frei nach PLATON (siehe |PLATON| (1957-
1959)):

SOKRATES: Wenn man zum Beispiel von allen Kiinsten die Re-
chenkunst und die Melkunst und die Statik absonderte, so wére
doch das, was von jeder noch iibrig bleibt, sozusagen bedeutungs-
los.

ProT1ARCHOS: Jawohl, ganz bedeutungslos.

SOKRATES: Wenigstens blieben uns danach nur noch Schétzun-
gen iibrig und die Ubung unserer Wahrnehmungen mit Hilfe der
Erfahrung und einer gewissen Routine, wobei wir dazu noch die
Krdifte des Vermutens anwendeten, die viele als Kiinste bezeich-
nen, die aber nur nach mihevoller Ubung ihre Wirkung ausiiben
konnen.

Heute ist Stochastik der Oberbegriff fiir Wahrscheinlichkeitstheorie (oder -
rechnung) und Statistik; sie umfait alle theoretischen und quantifizierbaren
Aspekte ungewisser Erscheinungen.

Erstere beschéftigt sich mit Axiomen und Folgerungen daraus in streng
mathematischer Weise, allerdings stets mit dem Blick auf Anwendungen.

lderen Entwicklung fast parellel zuWahrscheinlichkeitrechnung verlief



4 1 Einleitung

Die (schlieflende) Statistik nutzt diese Erkenntnisse, um aufgrund erhobener
Daten die Giiltigkeit von Modellannahmen zu iiberpriifen, Vorhersagen zu
treffen und letztlich Entscheidungen herbeizufiihren. Hierbei stehen Daten
und deren Analyse im Vordergrund. Erhebungen im Rahmen der deskriptiven
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Abbildung 1: Schema zur Wahrscheinlichkeitstheorie
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Abbildung 2: Schema zur Statistik

Statistik wurden schon in alter Zeit durchgefiihrt, z.B. in Form von Buch- und



Lagerhaltung oder von Volkszéhlungen. Sie beinhaltet neben der Tabellierung
von Daten ihre summarische Beschreibung durch Kenngroéfien wie Mittelwert,
Median, Streuung und dhnliche Charakteristika. Dies ist gegenwértig nicht
unser Thema.

Die Anfiénge einer wissenschaftlichen Betrachtung liegen in der Mitte des
17. Jahrhunderts. Die schliefiende Statistik in der strengen heutigen Form
gibt es erst seit dem 20. Jahrhundert. Sie baut auf der Wahrscheinlichkeits-
theorie auf, deren jetzige Form aus den dreiffiger Jahren des 20. Jahrhunderts
stammt. Die Mathematisierung dieser Gebiete ist also, verglichen mit Geo-
metrie oder Algebra, die man bis ins Altertum zuriickverfolgen kann, jung.

In den Abbildungen [I] und [2 versuchen wir symbolisch darzustellen, wie
Stochastik funktioniert. Entscheidend ist, da} die Disziplinen Wahrschein-
lichkeitstheorie und Statistik beide tief in der Realitét verwurzelt sind. Ohne
Blick auf die Wirklichkeit wiirde die Wahrscheinlichkeitstheorie auf Kombina-
torik, Mafitheorie oder auch Funktionalanalysis zusammenschnurren. Obwohl
die mathematische Statistik ein unverzichtbarer Bestandteil der Statistik ist,
gewinnt die Statistik ihre Bedeutung haupséchlich aus der Analyse von realen
Daten.

2 Psychologie des Zufalls

Zufall und Wahrscheinlichkeit sind schillernde Begriffe, die - vom wissen-
schaftlichen Standpunkt gesehen - zumeist unvollkommen oder sogar falsch
verstanden benutzt werden. Unter Zufall versteht man gemeinhin ein unwégba-
res, unvorhersehbares Geschehen, etwas was einem zu - fdllt oder sogar zu -
stofst. Oft verbindet man mit Zufall ein eher seltenes Geschehen. Jedenfalls
hétte es auch anders kommen konnen, es gehort nicht zu unserer eigentlichen
Identitéat. Mit Altersschwéche rechnen wir, aber eine Krebserkrankung oder
einen Unfall sehen wir nicht zwingend vor. Anders ausgedriickt: Wir haben
einen Begriff von Normalitdt, von dem, was wesentlich zu uns gehort. Alles
andere wird als Storung empfunden - eben als Zufall. Einige der folgenden
Uberlegungen sind durch dieses deutsche Wort ,, Zufall “inspiriert.

Im franzosischen finden wir die Worte hasard, chance, accident, fortune,
accident oder auch coincidence. Hierzu sei bemerkt, da§ uspriinglich chance
zunéchst nichts mit dem Zufall oder Wahrscheinlichkeit zu tun hatte; es
war einfach nur die Wahl, auf die man seinen Einsatz setzte, etwa rouge
beim Roulette. Im Englischen finden wir im wesentlichen die franzésischen
Weoérter wieder: hazard, chance, accident, fortune, accident, haphazard usw..
Das wichtige Wort hasard scheint sus dem Arabischen zu kommen,vermutlich
von az zahr fiir Wiirfel.
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Die meisten téglichen Entscheidungen fillen wir aufgrund eines ,,(Wahr-
scheinlichkeits-) Gefiihles“. Zum Beispiel laufen wir den Gehsteig entlang,
obwohl uns ja theoretisch ein Dachziegel auf den Kopf fallen kénnte. Wir
wissen aber, dafl dies in der Vergangenheit selten geschah, und vertrauen
darauf, das es so bleibt. Ein solcher Schluf} ist nicht unbedingt zielfithrend.
Die meisten Hiihner z.B. vertrauen darauf, dafl sie den néchsten Tag gut
gefiittert iiberleben. Die meisten verlieren aber schluffendlich Kopf und Kra-
gen.

2.1 Zum Wahrscheinlichkeitsgefiihl

Der wissenschaftlichen Préazisierung vieler Begriffe geht oft ein intuitiver Be-
griff voraus. Ein unverfingliches Beispiel ist das Gefiihl fiir Temperaturen,
das ja dem am Thermometer ablesbaren Wert nicht immer entspricht; des-
halb spricht man ja zunehmend von der , gefiihlten Temperatur“. Ahnlich,
aber komplizierter, verhélt es sich mit dem ,,Zufall®.

Der allgemein irrationale Umgang damit zeigt sich insbesondere im Ver-
halten bei Gliicksspielen (aber auch in der Welt der Finanzen, was sehr dhn-
lich ist). Kommt beim Roulette etwa 10 mal rot, so erwarten viele Spieler
beim 11. mal schwarz. Die Chance betrigt aber - unter dem iiblichen mathe-
matischen Modell - nach wie vor 1/2. Ein gewiefter Trader wiirde natiirlich
- dem entgegengesetzt - auf Rot tippen, da er einen Betrug vermuten wiirde.
Beim Lotto ist die Gewinnerwartung lediglich 50% des Einsatzes, da nur die
Hélfte des Einsatzes ausgeschiittet wird. Es handelt sich also um ein extrem
unfaies Spiel zu ungunsten des Spielers. Trotzdem ist der Umsatz beim Lotto
am Samstag alleine in Deutschland in der Gréfenordnung von 170 -200 Mil-
lionen Euro. Die Finanzédmter freuen sich iiber Einnahmen von ca. 85 -100
Millionen Euro pro Samstag sehr (die Umsétze haben sich seit Gleichstellung
des Mittwochs- und Samstagslottos etwas verschoben). Der Jackpot lag je-
denfalls am Samstag, 1. Dezember 2007, bei ca. 38 Millionen Euro! Fragen Sie
Bekannte, ob sie die Zahlenfolge 1,2,3,4,5,6 fiir besonders unwahrscheinlich
oder wahrscheinlich halten! Man vergleiche auch, wie haufig etwa in Bay-
ern die einzelnen Lottozahlen getippt werden. Die Tabelle und das Bild in
Abb. [3| zeigen, daf3 die Haufigkeiten sowohl von der Zahl selbst, als auch von
der Geometrie des Lottoscheines abhéngen. Aufler den mittleren Feldern hat
die 19 die hochste Haufigkeit, weil sie in jedem Geburtsdatum vorkommt,
usw. Es werden nicht nur einzelne Zahlen bevorzugt, sondern auch gewisse
Tippmuster. Bei Lottofachleuten sind sie als ,,Strickmuster“bekannt. Diese
fithren regelméflig zu niedrigen Quoten, denn man mufl ja die Ausschiittung
mit allen teilen, die denselben Tip abgegeben haben. Man erniedrigt also
seine Gewinnhohe systematisch (und drastisch) wenn man beliebte Zahlen
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oder Muster tippt. In Abb. {] sind tatséachlich haufig gewéahlte Tips in der
oberen Reihe zufillig erzeugten in der unteren Reihe gegeniibergestellt. Man
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Abbildung 4: Tips beim Lotto 6 aus 49. Obere Reihe: von rechts nach links
die Tips der Jahre 2008 - 2010 mit den 6 hochsten Gewinnerzahlen im Rang
2 (6 Richtige ohne Superzahl), ndmlich 26, 16,15,14,13, und 12. Bei 26 Ge-
winnen betrug die Ausschiittung ca. 37.000 Euro . Die Gewinnsummen pro
Tip betrugen 37, 89, 213, 169, 160, 84 tausend Euro entgegen einer iiblichen
Ausschiittung im einstelligen Millionenbereich. In der unteren Reihe sind 6
rein zuféllige Tips (Ziehen ohne Zuriicklegen) gezeigt.

erkennt in den subjektiven Tips diverse Muster. Ferner weisen die zufélligen
Tips wesentlich mehr Nachbarpaare von Kreuzen auf, sowie Zahlen in den
Randbereichen, usw. .

Verwunderung oder Entsetzen iiber Gliicks- und Pechstrahnen beim Gliicks-
spiel. Man kann aber mathematisch beweisen, dal unerwartet lange Serien
sehr wahrscheinlich sind.

Zu diesem Thema gibt es eine Reihe systematischer Studien.
(1978) und |J. PIAGET and B. INHELDER| (1978) z.B. untersuchen die Ent-
wicklung des Wahrscheinlichkeitsgefiihles bei Kindern. Sie folgern aus ihren
Versuchsreihen, dafi Kinder unter 11 Jahren mit dem Zufall noch gar nichts
anfangen konnen (mir scheint diese Schranke personlich recht hoch gegriffen,
aber im Prinzip ist die Aussage sicher richtig). Die Kinder suchen andere -
deterministische - Erklarungen, die z.B. auf ihrem Gerechtigkeitssinn oder
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ihren Vorlieben beruhen.

2.2 Zur Beherrschung des Zufalls

Genauer gehen Versicherungen mit dem Zufall um, und sie verdienen nicht
schlecht dabei. Obwohl ein einzelner Autofahrer am 1. Januar weder weif},
ob er im folgenden Jahr einen Unfall verschulden wird und wie hoch dann
die Schadensumme sein wird, konnen Versicherungen die Pramien sehr genau
kalkulieren. Es muf} also Gesetzmdfigkeiten geben, denen der Zufall gehorcht.
Offensichtlich hat das bei den Versicherungspramien damit zu tun, dafl sehr
viele Autofahrer versichert sind. In der Wéarmelehre geht es noch extremer
zu. Obwohl die Bewegung einzelner Molekiile sehr chaotisch verlauft und
kaum vorherzusagen ist, konnen aufgrund der statistischen Eigenschaften
makroskopische Gréflen wie Druck oder Temperatur hergeleitet werden. Diese
benehmen sich - wie man z.B. in der Experimentalphysik lernt - vollkommen
deterministisch, dhnlich wie Langen oder Massen, die per se deterministisch
sind. Dies liegt wiederum am Zusammenwirken einer immens groflen Zahl
einzelner Molekiile; die Groflenordnung ist etwa 1026,

Somit kann sich die Stochastik nicht auf mathematische Aspekte beschrén-
ken. Sie will es auch nicht. Die eigentliche Stochastik rechtfertigt sich gerade
aus dem Zusammenspiel von Beobachtung und Theorie, sowie der Riickwir-
kung der Theorie auf die Realitéit. In den Abbildungen [1] und [2] sind die
Zusammenhénge anschaulich dargestellt.

3 Zur Geschichte

Wir befassen uns erst mit dem magischen und anschliefend mit dem ratio-
nalen Aspekt des Zufalls. Es wird im wesentlichen um Wiirfelspiele gehen.

3.1 Wiirfeln: Magie und Spiel im Altertum

Die ersten nachgewiesenen Wiirfel-, Spiele“wurden mit , Astragali“(Abb.
durchgefiihrt. Wir fassen schematisch einige Angaben und Daten zusammen:

Zoologisch: Der Astragalus ist der oberste Fu3gelenkkn6chel am Hin-
terbein von Huftieren. Verwendet wurden vor allem Kno-
chen von Schafen oder Hirschen.

Prahistorisch:  Es gibt Griaberfunde aus der Zeit 20.000 - 30.000 v.Chr.
Astragali wurden wohl zunéchst meist als Amulett getra-
gen, was man aufgrund der Bohrungen vermutet.
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Historisch: Astragali wurden nachgewiesen u.a. in Babylon, Agypten,
Costa Rica und Sambia.
Spielregeln: Spielregen wurden wohl zuerst in Agypten aufgestellt. Sie

sind nicht direkt {iberliefert, sondern auf dem Umweg
iitber Grof-Griechenland und von dort iiber die Romer,
Araber und Spanier nach Frankreich und Italien.

Abbildung 5: Zwei Astragali. Abbildungen [5| und [6] aus [HC. KORPER AND|
N.A. WHITNEY-DESAULTS (1999).

Das Spiel hatte magischen Charakter:

(a) Der Astragalus wurde in der Antike als Abbild des menschlichen Torsos
empfunden.

(b) Ein Wurf-Ergebnis galt als Ausdruck des Willens der Gotter.

(c) Astragali wurden vor allem von Priestern verwendet und gedeutet.

Die magische Bedeutung verhinderte eine Analyse, z.B. durch die hochent-
wickelte arabische Mathematik, vergleiche Abschnitt [3.2]

Eine empirische Statistik ist in folgender Tabelle zusammengefaflt; die kon-
kreten Zahlen hangen von der Tierart und dem Individuum ab.

4 Seiten des Torsos,
die oben liegen konnen | rechte Seite | linke Seite | Riicken | Bauch

antike Bezifferung 6 1 3 4

Wahrscheinlichkeiten ~ 7% ~10% | ~35% | ~ 48%

Man beachte, da§ schon hier die Summe der Augenzahlen gegeniiberliegender
Seiten 7 war. Man muf} also nur noch die fehlenden Seiten mit den fehlenden
Punkten 2 und 5 belegen, um im Prinzip zum heutigen Wiirfel zu kommen.
Leichtes Anschleifen war in spéterer Zeit erlaubt, was die Wahrscheinlichkei-
ten dnderte. Besonders beliebt war das gleichzeitige Werfen von 4 Astragali
mit 35 Kombinationsmoglichkeiten. In der Antike galt:
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Abbildung 6: Indianer beim Wiirfeln mit Astragali, Aquarell.

Einschétzung H Bezeichnung H Kombination H p

bester Wurf Venus = Eros 6,1,3,4 p~ 2.8 %
schlechtester Wurf Hund 1,1, 1,1 p~ 001%
dagegen: seltenster Wurf || ohne Bezeichnung | 6, 6, 6, 6 p~ 0,002%

Kriterium fiir den Wert ist die Harmonie. Im Gegensatz hierzu sind bei heu-
tigen Spielen die seltensten Kombinationen am wertvollsten.

Wiirfelspiele in verschiedenen Kulturkreisen manifestieren sich in vielen
bildlichen Darstellungen. Abb.[6]zeigt Indianer beim Wiirfelspiel. In der Abb.
[7] zeigt Breughel das Spiel als eine der zahlreichen (verwerflichen?) Zerstreu-
ungen.

3.2 Religiose Aspekte in nachchristlicher Zeit

Nachdem die Geometrie etwa in der griechischen und die Algebra in der ara-
bischen Kultur einen hohen Reifegrad erlangten, stellt sich die Frage, warum
trotz hochentwickelter Mathematik die Wahrscheinlichkeitsrechnung vor dem
17. Jahrhundert nicht vorkommt. Wir versuchen dies durch wenige Beispiele
zu erkléren.

In spéterer, jiidisch-christlicher Zeit symbolisieren die Wiirfel die Erfiillung
der Prophetie von Psalm 22.19 aus dem Alten Testament. In der LUTHERI-
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Abbildung 7: Kinderspiele von Peter Breughel (Bruegel,Brueghel) (1528-
1569), Pieter der Altere (genannt Bauernbruegel), Vater von Jan Bruegel
und Pieter Bruegel, gemalt 1560, Kunsthistorisches Museum Wien. Auf dem
Bild sind zwei Frauen zu sehen, die mit Astragali spielen (wo ist der vierte?).

ScHEN Ubersetzung lautet er:
Siic teilen meine Rleider unter fidh und werfen das Los um mein Gewand.

Die Erfiillung steht im Johannes Evangelium 19.24 im Zusammenhang mit
der Kreuzigung Christi, unter dessen Kreuz die Kriegsknechte um sein Ge-
wand gewdiirfelt haben sollen:

foradyen fie untereinander:

meaffet uns den nidyt 5ertei[e fondern darum lofen, wes er fein foll.
gﬁuf daf erfuellet voerde die Sdyrift, die da fag..

oldyes taten die RrienfEnedhte.

2den ungenihten Rock némlich, ebenda 19.23
3hier zitiert Luther Psalm 22.19
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Auf zahlreichen Darstellungen der Kreuzigung Christi findet man deshalb
neben Kreuz, Dornenkrone, Lanze, Schwammstab oder Négeln auch Wiirfel
dargestelhﬁ Ein gutes Beispiel ist ein Spatwerk des Meisters von Flémalle um
144(E| Die Darstellung von Wiirfeln in Kreuzigungsszenen hat sich bis in die
junge Vergangenheit erhalten. Zwei Wegekreuze sind in Abb. [§| dargestellt.
Das Spiel wurde zumindest in christlicher Zeit héufig durch Kirche und
Staat verboten, z.B. durch Louis IX, genannt Ludwig der Heilige oder Saint
Louis, 1254 in der ,,Grande ordonnance pur la réforme du royaume®: Er
verbot sogar die Herstellung von Wiirfeln, zusammen mit Prostitution, Got-
tesldsterung und Wucher. Ludwig IX, 25. April 1214 - 25. August 1270 (ge-
storben bei Karthago) wurde 1297 heiliggesprochen, vgl. Abb. @ Ebenfalls
aus dem 12. Jahrhundert stammt ein Erlafl des englischen Konigs Richard
Lowenherz, dafl niemand, der von geringerem Stand als ein Ritter war, um

4Ich danke Herrn Dr. Josef Fellermayr, der mich auf diese biblische Spur gebracht hat
SLeider ist es schwierig, solche Darstellungen ohne Urheberrechtsverlezunungen einzu-
binden

Abbildung 8: Auf beiden Wegkreuzen finden sich Wiirfel als Symbol
der Prophezeihung aus Psalm 22.19 des Alten Testamentes und ihre
Erfiillung, Johannes Evangelium 19.24. Die Reproduktion der Abbildun-
gen erfolgt mit freundlicher Genehmigung von Herrn Dr. Ekkehard Kaier,
www.freiburg-schwarzwald.de
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Geld wiirfeln durfte. Es gibt auch ein Verbot im Koran, z.B. in den Suren
2:219, 5:90 (,, Werk des Satans®) oder 5:91, vgl Abb. @ Diskussionen werden
gegenwartig in mehreren Internetforen gefiihrt; es geht selbst darum, ob das
Spiel ,,Mensch-Argere-Dich-Nicht“erlaubt sei. Es sei bemerkt, dafi im Koran
eher Empfehlungen gegeben werden. Die drastischen Verbote sind in Hadithe
und Sunna ausgesprochen, also spéteren Sammlungen.
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Abbildung 9: Der heilige Saint Louis IX und die Koran -Suren 5:89-91

Insgesamt wurden dem Gliicksspiel hier schwere moralische und gesetzli-
che Hypotheken auferlegt. Dies erschwerte eine rationale Analyse des Gegen-
standes erheblich.

3.3 Beginn der rationalen Analyse

Eine rationale Annaherung an zufillige Ereignisse mufite bis zur Zeit der
Aufklarung, d.h. bis zur Mitte des 17. Jahrhunderts warten. Einen idealen
Nédhrboden gab das exzessive Gliicksspiel in den Salons der héheren Pariser
Gesellschaft ab. Allerdings gibt es einige Vorldufer wie Cardano und Galilei,
verschiedene Fehlinterpretationen setzten sich allerdings noch lange fort.
Noch D’ALEMBERT (1717-1783), siehe Seite postulierte, dafl bei zwei-

maligem Miinzwurf die Kombinationen
.Kopf, Zahl“; , Kopf, Kopf“; ,Zahl, Zahl“

jeweils die Wahrscheinlichkeit 1/3 héatten. Demselben Irrtum begegnen wir
ein halbes Jahrhundert frither bei CHEVALIER DE MERE (1654), vgl. S.
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Jean-Baptiste le Rond, genannt
d’Alembert (* 16. November 1717
in Paris; T 29. Oktober 1783 in
Paris), Mathematiker und Physiker
des 18. Jahrhunderts, Philosoph der
Aufklérung. Mit Diderot Herausge-
ber des mathematischen Teiles der
Encyclopédie.

Nach ihm benannt das
D’Alembertsche Prinzip der Mecha-
nik. Arbeitete in Funktionentheorie,
l6ste 1747 die Gleichung der schwin-
genden Saite. Sein Quotientenkriteri-
um wird auch D’Alembert-Kriterium
genannt. Arbeiten in Wahrscheinlich-

Heute wiirden wir argumentieren: das Ereignis ,, Kopf, Zahl“(= ,,Zahl, Kopf*)
besteht aus den zwei zeitlich oder sonst irgendwie geordneten Paaren (Kopf,-
Zahl) und (Zahl, Kopf) und hat somit die Wahrscheinlichkeit 1/4+1/4=1/2.
Das stellt sich auch im Experiment als richtig heraus, wenn man gewohnli-
che Miinzen benutzt oder ein dquivalentes bindres Experiment durchfiihrt.
Also hat D’ALEMBERT seine Behauptung wohl nie empirisch iiberpriift. Im
Gegensatz dazu hat der CHEVALIER DE MERE dies anhand penibler Auf-
zeichnungen von Spielverlaufen beim Wiirfeln sehr wohl getan und damit die
Diskussionen zwischen FERMAT und PASCAL angestofen, siche unten. Ubri-
gens scheint bereits GALILEO GALILEI richtig gerechnet zu haben, er ging
bei drei Wiirfeln schon von 216 Moglichkeiten aus.

Damit konnte man D’ ALEMBERT’S Argument zur Seite legen und verges-
sen. Andererseits wire sein Argument ja richtig, wenn man die Miinzen der
zwei Wiirfe wirklich nicht unterscheiden konnte. Dann wiirden ja die Fille
(Kopf, Zahl) und (Zahl, Kopf) zusammenfallen. In der Tat trifft man in der
Quantenmechanik genau auf diese Situation. Photonen und Atome mit ge-
radzahliger Anzahl von Teilchen - der Oberbegriff ist ,, Bosonen“- verhalten
sich tatséchlich so, wie D’ ALEMBERT es angibt. Wir nehmen diesen Aspekt
in Abschitt B.4l noch einmal auf.

Im folgenden skizzieren wir in Form von Stichpunkten die Entwicklung der
,modernen‘“Wahrscheinlichkeitstheorie. Ein Vorlaufer ist GERONIMO CAR-
DANO.
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Geronimo Cardano, *24. September
1501 in Pavia, {21. September 1576
in Rom. Er stellte Tabellen {iber
Astragali-Wiirfelkombination auf und
zog teils richtige und teils falsche Fol-
gerungen. Ratschlidge fiir Erhchung
der ‘Chance’ des Spielers. ‘Chance’
ist keine Wahrscheinlichkeit, sondern
ein gewisser Ausgang des Spieles, der
in weiterem Spiel zu wiederholen ist.
Man stellte fest, dafi gewisse Chancen
leichter zu erreichen waren, als ande-
re. So wurde ‘Chance’ zu einem Giite-
begriff. Siehe LIBER DE LUDO ALEA,

[3].

Als weiterer Vorldaufer kann GALILEO GALILEO betrachtet werden. Je-
denfalls ging er Probleme bei Wiirfelspielen mit rationalen Methoden an und
16st sie anscheinend richtig.

Galileo Galilei, *x 15. Februar 1564 in
Pisa, T 8. Januar 1642 in Arcetri bei
Florenz. Er schrieb ‘De Motu’, mit der
Idee, dal Theorien durch Experimente
priifbar sind. Baute Teleskope zwan-
zigfacher Vergroflerung und entdeckte
die Bewegungs- und Fallgesetze. Er ar-
gumentierte, dafl die Physik mit exak-
ten Messungen anstatt mit metaphy-
sischen Prinzipien begriindete werden,
und daf3 die Bibel nicht wortlich ausge-
legt werden solle, wo sie wissenschaft-
lichen Fakten widerspricht. Er propa-
gierte die kopernikanische Theorie als
physikalische Wirklichkeit.

Er lieferte die richtige Losung einer
umstrittenen Wiirfelaufgabe! Dies war
eine gut bezahlte Auftragsarbeit, an-
sonsten hatte er kein weiteres Interesse
daran.
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Jetzt wurde es ernst mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Ein Dreierge-
spann, bestehend aus zwei Mathematikern und Philosophen, sowie einem
Berufsspieler, nahm sich der Sache an.

Blaise Pascal * 19 Juni 1623 in Cler-
mont, Auvergne, Frankreich, { 19. Au-
gust 1662 in Paris. Pascal war nicht
der erste, der das ‘Pascalsche Zahlen-
dreieck studierte. Trotzdem war seine
Arbeit dazu einer der wichtigsten Bei-
trige dazu. In seiner Korrespondenz
mit Fermat legte er die Grundlagen
der heutigen Wahrscheinlichkeitstheo-
rie. Es handelt sich um fiinf Briefe im
Sommer 1654. Es ging um das Wiirfel-
problem, das schon von Cardano stu-
diert wurde.

Der Berufsspieler CHEVALIER DE MERE fragt seinen Freund Fermat, weil
“L’arithmétique se démentait”; er versteht die Ergebnisse mancher Wiirfel-
spiele nicht (siche Ende des Abschnittes). Dies fithrt im Jahre 1654 zu einem
intensiven Briefwechsel zwischen PIERRE DE FERMAT und BLAISE PaAs-
CAL. Die beiden entdecken DE MERES Fehler und schaffen gleichzeitig die
Grundlagen fiir den noch heute giiltigen Umgang mit der elementaren Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. Die eigentliche Mathematik dabei besteht aus simp-
ler Kombinatorik; entscheidend ist, das richtige mathematische Modell auf-
zustellen.
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Pierre de Fermat (1601-1665). Fer-
mat ist einer der zur Zeit in den
Medien am meisten genannte Mathe-
matiker, wegen des von ihm formu-
lierten ‘Fermatschen Problemes’. Es
wurde erst 1993 von ANDREW WI-
LES und RICHARD TAYLOR bewiesen
(1995 veréffentlicht).

In der Folge befaflten sich eine Reihe genialer Mathematiker mit der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, u.a CHRISTIAAN HYG(H)ENS.

Christiaan Hyg(h)ens (1629 - 1695).
Er versucht vergeblich, Schiiler von
Pascal zu werden. Er stellt selbsténdig
drei Prinzipien der Chancenberech-
nung auf, die weitgehend die spétere
Definition von Laplace vorwegnehmen.
Er lost Wiirfelaufgaben richtig, aber
sehr umsténdlich, da die mathemati-
schen Hilfsmittel noch zu wenig ent-
wickelt sind.

Es zeigt sich, daf§ in dem Briefwechsel zwischen PASCAL und FERMAT noch
kein eigenstdndiger Wahrscheinlichkeitsbegriff konstituiert wurde. Dieser wur-
de erst von JAKOB BERNOULLI (1656-1705) und GOTTFRIED WILHELM
LEIBNIZ (1646-1716) explizit eingefiihrt. Ein wichtiges Beispiel der ersten
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Lehrbiicher ist die ‘Ars conjectandi’, |JAKOB BERNOULLI (2002)).

Jakob Bernoulli (1656-1705). Schwei-
zer Mathematiker, Physiker, Autor
von JAKOB BERNOULLI (2002), ‘Ars
conjectandi’ (lateinisch: Die Kunst des
MutmafBens, Vermutens, SchlieBens),
setzt den Wahrscheinlichkeitsbegriff
als Quotient der Chancen. Mit stérke-
ren Hilfsmitteln kommt man zum so-
genannten Theorem von Bernoulli.

Darauf konnte MARQUIS DE LAPLACE aufbauen, indem er den damaligen
Entwicklungsstand der Differential- und Integralrechnung nutzte. Er nahm
bewuflt den subjektivistischen Standpunkt ein. Er schrieb ein modernes Werk
tiber die Wahrscheinlichkeitrechnung, M. LE COMTE LAPLACE (1812)).

Abraham de Moivre (1667 - 1754). Er
entwickelte bereits eine geschlossene
Theorie (Doctrine of Chances 17117,
1718, 1738) der Wahrscheinlichkeit.

Auf das vorhergehende duflerst wichtige und einflureiche Werk von ABRA-
HAM DE MOIVRE werden wir in Abschnitt [6] ausfiihrlicher zuriickkommen.
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Pierre Simon Marquis de Laplace
(1749-1827). Er schrieb den ‘Traité
analytique des probabilités’, 1812,
M. LE COMTE LAPLACE (1812); das
ist ein deduktives, rein mathemati-
sches Werk im modernen Sinne.

Die spétere Entwicklung, etwa im zwanzigsten Jahrhundert, kann hier
nicht gewiirdigt werden. Wir beschranken uns auf wenige richtungsweisen-
de Impulse, vertreten durch Namen. Zunéchst ist LOUIS BACHELIER zu
erwihnen, der iiber Finanzmaérkte arbeitete. Seine Doktorarbeit Théorie de
la spéculation (1900), [I] wird heute hoch gefeiert. Er eréffnete den Weg zur
modernen Martingaltheorie und gilt als ein Urheber des Wiener-Prozesses,
der in der Mathematik auch als Brownsche Bewegung bekannt ist (Physiker
verstehen unter letzterem meist etwas anderes). Der Durchbruch wird AL-
BERT EINSTEIN zugeschrieben durch seine epochale Arbeit Uber die von der
molekularkinetischen Theorie der Wirme gefordete Bewegung von in ruhen-
den Flissigkeiten suspendierten Teilchen, [9]. Dies geschah in Unkenntnis der
Arbeit BACHELIERS.

Wichtige weitere Schritte in der Theorie stochastischer Prozesse und der
Stochastischen Analysis sind mit Namen wie PAUL LEVY (1886 - 1971) und
Kryosr ITO (1915 - 2008), auf gleichem Rang vor den spéteren, verbunden.
Aufgrund der rasanten Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie wird es
ab nun uniibersichtlich. Zu erwéhnen sind Entwicklungen wie die Vielteil-
chentheorie oder die Entdeckung der virtuellen Handlungsmoglichkeiten (et-
wa Optionen). Aber das ist eine andere Geschichte.
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Louis Bachelier (1870-1946) arbei-
te iiber die mathemathische Theorie
der Finanzmaérkte. Sein bekanntestes
Werk ist seine Doktorarbeit Théorie
de la spéculation (1900), [1].

3.4 Diskussion des Beispieles von Chevalier de Méré

Einer unter mehreren Ausloser des Briefwechsel zwischen Pascal und Fermat
war die folgende Frage: CHEVALIER DE MERE wunderte sich: Beim gleich-
zeitigen Wurf mit 3 Wiirfeln ergibt sich die Augensumme 12 durch die 6
Kombinationen

651 642 633 552 543 444
und die Augensumme 11 ebenfalls durch 6 Kombinationen, ndmlich

641 632 551 542 533 443.

In seinen Augen waren die Kombinationen gleich wahrscheinlich, also auch
die 11 und die 12 als Augensumme. In der Praxis stellte er aufgrund seiner
peniblen schriftlichen Aufzeichnungen von Spielergebnissen fest, dafl die 11
ofter auftritt, als die 12. Er ist also dem selben Irrtum wie D’ALAMBERT
aufgesessen, hat aber im Gegensatz zu diesem Versuche durchgefiihrt, welche
ihn zweifeln lieBen. PASCAL und FERMAT l6sten dann das Problem. Dies ist
beispielhaft fiir wissenschaftliches Vorgehen. Wir erkennen folgende Schritte:

- Aufstellen eines Modells (durch CHEVALIER DE MERE),

- empirische Datenerhebung (durch CHEVALIER DE MERE),
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- Anzweifeln des Modelles aufgrund der Daten (durch CHEVALIER DE
MERE), Ersetzen durch ein neues Modell (durch PASCAL und FER-
MAT),

- Priifung des neuen Modelles anhand von Daten,

- daraus folgend Auswirkung auf die praktischen Handlungen, z.B. Ande-
rung der Wettstrategie, oder zumindest deren schliissige Begriindung..

Im klassischen Laplace Modell 16sen sich die Kombinationen auf in

Augensumme 12 6+6+3+3+6+1 =25 Fille
Augensumme 11  64+6+34+6+3+3 =27 Fille ’

da die Permutationen der Ergebnisse gezihlt werden. Es gibt ndmlich 6% =
216 ‘mogliche’ und 25 bzw. 27 ‘giinstige’ Fille. Das ergibt fiir die Augensum-
me 11 die Wahrscheinlichkeit 1/8= 0,125 und fiir die 12 die Wahrscheinlich-
keit 0,1157. Die Differenz betragt lediglich 0,00993, also ca. 1 %.

Ubrigens scheint bereits GALILEO GALILEI richtig gerechnet zu haben, er
ging ein halbes Jahrhundert vorher bei drei Wiirfeln schon von 216 Méoglich-
keiten aus. Allerdings ist seine Arbeit nicht publiziert, da es sich um eine
lukrative Auftragsarbeit handelte, die geheim bleiben mufite.

Abbildung 10: Histogramme fiir die Augensummen bei drei Wiirfen fiir 1000,
10.000 und 100.000 Wiederholungen. Diese sind zufallsabhéngig. Es wurden
bewufit negative Ergebnisse ausgewahlt. Die 11 ist rot, die 12 blau eingeférbt

Bemerkung Es ist aufschlufireich zu erkunden, wie oft der CHEVALIER
DE MERE wohl gespielt und aufgezeichnet haben muf}, um den Unterschied
zwischen den Wahrscheinlichkeiten der Augensumme 11 und 12 zu entdecken.
Ausgewihlte Simulationen ergeben die Histogramme in Abb.

Um ein Gefiihl fiir den notwendigen Stichprobenumfang zu bekommen,
wurden fiir einen Signifikanztest, genauer einen t-Test, die (uns bekannten)
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Abbildung 11: Power des t-Tests aus der Bemerkung in Abhéngigkeit vom
Stichprobenumfang

Wabhrscheinlichkeiten fiir die Augensummen 11 und 12 vertauscht: Es wurde
getestet die Nullhypothese H gegen die Alternative H;, wobei

Ho : P(Augensumme = 12) = 1/8,  H; : P(Augensumme = 12) = 0, 1157

Wir wissen, daf§ die Nullhypothese falsch und die Alternative richtig ist. So-
mit ist es erhellend zu wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Nullhypo-
these unter der (richtigen) Alternative abgelehnt wird. Die Wahrscheinlich-
keiten sind in Abb. [I1]in Abhéngigkeit von der Zahl N der Wiederholungen
des Spieles aufgetragen. Inspektion des Plots zeigt, daB fiir eine zuverlafBlige
Ablehnung, z.B. mit Wahrscheinlichkeit 0,95, ca. 15.500 Spiele nétig sind.
Der chevalier muf} also sehr fleiflig gespielt und bewundernswerte Aufzeich-
nungen angelegt haben ﬁ

Es ist aufschlufreich, die Frage der Modellbildung anhand dieses Beispieles
zu iiberdenken. Wiren die Wiirfel tatsidchlich ununterscheidbar, so hidtten DE
MERE und D’ALAMBERT tatséchlich recht. Sie sind es natiirlich nicht. Das
Experiment besteht ja nicht nur aus den Wiirfeln, sondern auch ihrer Lage
im Becher und dem Werfen, also der Funktionsweise des Armes.

Andererseits gibt es Gegebenheiten, bei denen Ununterscheidbarkeit, wie
bei D’ALEMBERT oder DE MERE die richtige Annahme ist. In der Tat trifft
man in der Quantenmechanik genau auf diese Situation.

6Ich danke Herrn Hagen Scherb fiir die Idee zu den Simulationen in den Abbildungen
[[0] und [TT} und Herrn Karsten Rodenacker fiir seine Hilfe bei der Graphik.
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Wir betrachten r physikalische Teilchen. Man unterteilt den Phasenraum
in eine (grofie) Zahl n von Zellen; jedes Teilchen ist einer Zelle zugeordnet.
Wie viele der so entstehenden Konfigurationen gibt es, welche Wahrschein-
lichkeit haben sie unter Gleichverteilung? Man mufl die Anzahl der méglichen
Belegungen der Zellen berechnen.

Sind die Teilchen unterscheidbar, so gibt es n” Moglichkeiten, d.h. die
Einzelwahrscheinlichkeiten sind n~". In der statistischen Physik spricht man
von einer Maxwell-Boltzmann Statistik. Diese trifft allerdings auf keine der
bekannten Partikel zu.

Sind die Teilchen ununterscheidbar, so interessieren nur die Anzahlen von
Teilchen in den jeweiligen Zellen etwa:

|« x| x||||«xxx|, r=28 n=06. (1)

Geméaf der symbolischen Darstellung in miissen aus n — 1 + r Stellen
diejenigen r auswéhlen, an denen ein * steht. Dies geht auf

A= (n+r—1)
r

Arten. Die Wahrscheinlichkeiten sind A 1 und man spricht von einer Bose-
Finstein Statistik und Bosonen. Dies sind Photonen und Atome mit gerad-
zahliger Anzahl von Elementareilchen.

Schliefflich gibt es noch egoistische Teilchen, von denen sich héchstens
eines in einer Zelle befinden kann. Hier mufl man aus den n Zellen die r

besetzten auswéhlen, wobei natiirlich » < n gelten mufl. Es gibt

n
()
Moéglichkeiten. Man spricht von der Fermi-Dirac Statistik und Fermionen.
Dies sind Elektronen, Neutronen und Protonen. Nach letzterer Verteilung
sind z.B. auch Druckfehler verteilt.
Zu diesem Themenkreis lese man bei |W. FELLER (1968)) nach. Offen-

sichtlich kommt man zum verschiedenen statistischen Verhalten etwa von
Photonen und Protonen nicht ohne weiteres iiber a priori Uberlegungen.

4 Zum Wesen des Zufalls

Innerhalb der verschiedenen Sichten und Theorien iiber die Welt kann man
iiber das eigentliche Wesen des Zufalles nachdenken.
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4.1 Es gibt keinen echten Zufall

Begreift man die Welt als Maschine, die den klassischen Gesetzen der Phy-
sik - also der Newtonschen Mechanik - gehorcht, so kann der Ablauf des
Geschehens im Prinzip als Losung eines (nicht gerade kleinen) Systems von
Hamiltonschen Differentialgleichungen der genial einfachen Gestalt

oH . OH
ap_Q7 aq_ p7

mit dem Ort ¢, dem Impuls p und der Hamiltonfunktion H(p,q) - also der
Energie - zusammen mit den Anfangsbedingungen, erklart werden. Danach
lauft das Weltgeschehen - gegeben einen Anfangszustand - vollkommen de-
terministisch ab[} Dies gilt sowohl in der Zeit vorwirts, als auch riickwirts.

Diese Theorie gilt auf der ,,makroskopischen Skala“und ist somit eigentlich
fiir unseren Alltag zustdndig, wenn man nicht gerade mit moderner Elektro-
nik oder Lasertechnik konfrontiert ist.

In einem solchen System hat der Zufall zundchst keinen Platz. Das deckt
sich mit der Auffassung von RENE DESCARTES (1596-1650) (lateinisch: RE-
NATUS CARTESIUS), der die Welt als Maschine - analog einem Uhrwerk -
versteht. Selbst ALBERT EINSTEIN (1879-1955) wollte nicht an Zufall glau-
ben; berithmt ist sein Ausspruch ,, Gott wiirfelt nicht“. Er driickte damit seine
Skepsis gegeniiber der Wahrscheinlichkeitsinterpretationen von Modellen der
Quantenmechanik aus.

Eine solche Weltauffassung wird durch das folgende Zitat von LAPLACE
treffend charakterisiert:

Wir miissen also den gegenwirtigen Zustand des Universums als
Folge eines fritheren Zustandes ansehen und als Ursache des Zu-
standes, der danach kommt. Eine Intelligenz, die in einem gege-
benen Augenblick alle Kréfte kennt, mit denen die Welt begabt
ist, und die gegenwirtige Lage der Gebilde, die sie zusammen-
setzen, und die iiberdies umfassend genug wire, diese Kenntnisse
der Analyse zu unterwerfen, wiirde in der gleichen Formel die
Bewegungen der grofiten Himmelskérper und die des leichtesten
Atoms einbegreifen. Nichts wére fiir sie ungewifl, Zukunft und
Vergangenheit lagen klar vor ihren Augen.

Die angesprochene , Intelligenz® ist heute unter dem Begriff ,Laplacescher
Démon* bekannt.

"Da stellt sich natiirlich sofort die Frage nach der Willensfreiheit etc. Aber das ist eine
andere Geschichte
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René Descartes (1596-1650) Albert Einstein (1879-1955)

4.2 Es gibt (vielleicht) doch echten Zufall

Den einzigen moglicherweise ,,echten Zufall“gibt es im sehr kleinen Bereich,
also in der Quantenmechanik. Er ist Bestandteil der heute akzeptierten physi-
kalischen Theorie. Das ist festgelegt in der Kopenhagener Deutung der Quan-
tentheorie, siehe W. HEISENBERG], (2000). Dieser Zufall beruht auf der Un-
bestimmtheitsrelation, heute unter dem Namen Heisenbergsches Unschdrfe-
prinzip bekannt, vgl. . Ob ein radioaktives Isotop in der ndchsten Minute
zerfillt oder nicht, ist per Postulat der Quantenmechanik zuféllig. Ahnlich
ist es mit der Streuung im Doppelspaltexperiment oder im Stern-Gerlach Ex-
periment. Aus solchen Experimenten werden auch Daten gewonnen, die als
,echte Zufallszahlen“dienen. Sie werden fiir spezielle Simulationen verwendet.

In der Quantenmechanik dienen Wellenfunktionen zur mathematischen
Beschreibung des Zustandes eines physikalischen Systems. Dies sind komplex-
wertige quadratintegrierbare Funktionen 1 auf dem Ortsraum der Vektoren
g. Normalerweise wird ¢ auf [ 4¢1*dg = 1 normiert, wobei ¢)* die komplex
konjugierte Funktion von 1 ist. In der schrédingerschen Quantenmechanik
ergeben sich Wellenfunktionen als Losungen der Schrodingergleichung. Im
Unterschied zur Klassischen Physik ist eine exakte Aussage z.B. iiber den
Aufenthaltsort eines Teilchens im allgemeinen nicht méglich. Das Betrags-
quadrat |¢|* = ¢* wird als Dichte der Wahrscheinlichkeit fiir den Ort des
Teilchens interpretiert. Der Raumpunkt der klassischen Mechanik wird al-
so durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte ersetzt. Die Fouriertransformierte
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lﬂ dient als Beschreibung des Impulses. Fine Form der Unschérferelation

schreibt sich A
040p > i (2)

wobei i das Plancksche Wirkungsquantum bezeichnet. o, und o, sind die zu
Y bzw. 1& gehorigen Streuungen.

Allerdings haben viele Physiker Probleme mit einer wahrscheinlichkeits-
theoretischen Interpretation. Es gibt Bemiithungen, den Zufall aus der Quan-
tenmechanik zu vertreiben. Die entsprechenden Stichworte sind verborgene
Parameter oder Bohmsche Mechanik. Eine Diskussion dieser Begriffe geht
weit iiber den Rahmen des vorliegenden Textes hinaus. Allerdings gibt es her-
vorragende Webseiten zu diesem Thema, insbesondere von einer Gruppe am
mathematischen Institut der Ludwig-Maximilians Universitdt in Miinchen.

5 Deterministischer Zufall

Denken wir an einen Miinzwurf im Rahmen der Newtonschen Mechanik, so
kommt der ,,Zufall“ins Spiel, weil das System, bestehend aus dem mensch-
lichen Korper, dem Wiirfel und dem Tisch, aufgrund seiner Komplexitét
praktisch nicht mit Differentialgleichungen behandelbar ist. Nicht einmal die
Anfangsbedingungen konnen prizise bestimmt werden. Es handelt sich hier
nicht um echten Zufall, sondern um unvollstdndiges Wissen, weshalb Pro-
gnosen unmoglich sind.

5.1 Dynamische Systeme

[teriert man nichtlineare Funktionen, so entstehen in vielen Féllen vollstandig
determinierte Zahlenfolgen, welche mit zufilligen aber viele Eigenschaften
gemeinsam haben.

Ein erstes Beispiel ist die Bahn eines Punktes unter der folgenden beson-
ders einfachen (nichtlinearen!) Funktion. Es sei

2z falls 0 < x < 1/2
f:0. 1 —0.1] fo(x)_{ 2z — 1 falls 1/5<g;</1 - ®

Der Graph ist in Abb. links skizziert. Fiir fast alle z (auler denen an
diadischen Punkten) ist die Folge

z, f(a), fO(2), fP(), ..., fM(a), ...

der Tterierten f(x) = fo --- o f(x) iiber dem Einheitsintervall gleichmBig
verteilt, und man kann aus dem Wert f(z) fiir groe n kaum auf 2 zuriick
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Abbildung 12: Graphen der Abbildungen f, f4, f©

schliefen. Anschaulich kann man sich das mit Hilfe von Abb. rechts,
anschaulich machen. Ein heuristisches Argument findet sich im néchsten Ab-
schnitt.

Ein interessanter Aspekt dieser Abbildung ist, dafl ihre Anwendung das
Komma in der Binérdarstellung des Argumentes eine Stelle nach rechts riickt
(und eine eventuelle 1 links vom Komma in eine 0 verwandelt). Dies erleich-
tert die Berechnung der Bahn erheblich. Deshalb heifit die Abbildung 3| auch
bit-shift-map.

Ein weiteres populéres Beispiel ist die logistische Abbildung

ga : [0,1] — [0,1], x+— az(l—1x), o€ (0,4]. (4)

Plottet man fiir jedes o ein Stiick der Bahn, welches sehr spét anfiangt, so
erhélt man den wohlbekannten , Feigenbaum®, vgl. Abb.
Fiir kleine o hat f einen stabilen Fixpunkt, auf den hin sich die Bahn zu-
nehmend konzentriert. Bei wachsendem «a ergeben sich stabile Perioden der
Langen 2" in aufsteigender Folge. Auf der rechten Seite herrscht Chaos. Aller-
dings erkennt man auch dort o mit stabiler Periode 3 oder 6. Bei a = 4 folgen
die Bahnpunkte fiir fast alle Anfangswerte einer kontinuierlichen Verteilung
auf ganz (0, 1) mit Dichte

(x) ! re(0,1) (5)

BNV

Von dort nach links verdoppelt sich dies wiederum. Insgesamt ist das Verhal-
ten hochst kompliziert. Man kann als Transformierte der Gleichverteilung
auffassen. In der Tat: bezeichnen wir die Bahnpunkte von mit x, und die
von g, aus mit y,, so gilt

Y, = sin®(27z,)
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Abbildung 13: Ein Feigenbaumdiagramm, Detail vom rechten Rand

und wir werden in Abschnitt argumentieren, dafl fast alle Bahnen unter
der Abbildung in einer Gleichverteilung auf (0, 1) folgen.

Bemerkung 5.1 Die Definition @ leitet sich von einem simplen Model fiir
die Entwicklung einer Population ab, ndmlich

Yn+1 = UYn — by?w (6)

wobei p die Wachstumsrate von einer Generation zur néchsten ist und b den
Wettbewerb zwischen den Individuen widerspiegelt. Unter der Transforma-

tion @, = ynb/p ergibt sich (4)).

Ein einfaches aber attraktives (im wahrsten Sinn des Wortes) Beispiel mit
kontinuierlichem Zeitparameter ist der Lorenz Attraktor. Er beruht auf dem
formal einfachen (meteorologischen) System von Differenzialgleichengen:

t=o0y—2x), y=z(r—z) —y, 2z=uzy—bz
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Abbildung 14: Der Lorenz Attraktor

Entscheidend ist wieder die Nichtlinearitéit des Systems und die Tatsache,
dafl in kontinuierlicher Zeit Chaos erst ab Raumdimension 3 auftritt. Die
Losungen nahern sich schlieBlich einem Attraktor, der in Abb. [I4] skizziert
ist. Man ahnt, dal bei minimaler Verschiedenheit der Anfangsbedingungen
die Losungen sich vollig verschieden verhalten. Dies wird gerne als ein Hinweis
auf den wohlbekannten Schmetterlingseffekt benutzt.

Jedenfalls ist dies ein weiteres Indiz dafiir, dal zukiinftige Zustdnde auch
bei deterministischen Systemen nicht vorhergesagt werden kénnen und man
in diesem Sinne einer Form des Zufalls gegeniibersteht.

5.2 Pseudozufallszahlen

Pseudozufallszahlen sind fiir die Simulation stochastischer Vorginge unab-
dingbar. Es sind Folgen von Zahlen, die durch deterministische Algorithmen
erzeugt sind, sich jedoch in der Praxis wie zuféillige verhalten, d. h. entspre-
chende Tests passieren. Sie beruhen auf den eben erwéhnten Ph&nomenen.
Solche Generatoren sollten wenigstens die folgenden Bedingungen erfiillen:



5.2 Pseudozufallszahlen 31

(1) eine gute Approximation an auf dem Einheitsintervall [0, 1) gleichver-
teilte Zufallsvariablen darstellen,

(2) in etwa unabhéngig sein,
(3) leicht, schnell und exakt generiert werden kénnen.

Die Entwicklung entsprechender Algorithmen ist trickreich. Wir zitieren aus
B.D. RIPLEY| (1988)) §5:

The whole history of pseudo-random numbers is riddled with
myths and extrapolations from inadequate examples. A healthy
scepticism is needed in reading the literature.

und aus §1 derselben Referenz:

S.K. PARK and K.W. MILLER| (1988)), comment that examples
of good generators are hard to find .... Their search was, ho-
wever, in the computer science literature, and mainly in texts at
that; random number generation seems to be one of the most
misunderstood subjects in computer science!

Ublicherweise erzeugt man rekursiv Zahlenfolgen
up = Saat, upp1 = f(ug)

mit einer Saat € [0,1).
Die lineare Kongruenzmethode ist die populédrste Methode zur Erzeugung
von Pseudozufallszahlen. Dazu betrachtet man zunéchst die Funktion

f:00,1) = [0,1), f(u)= (au+b) mod 1 (7)

mit natiirlichen Zahlen a and b; v mod 1 ist die Differenz von v und sei-
nem ganzzahligen Anteil. Die Funktion kann man in dieser Form als
f(u) = 2u mod 2 schreiben. Der Graph solcher Funktionen f besteht aus a
Geradensegmenten mit Steigung a. Der Punkt (3) ist fiir solche Generatoren
sicherlich erfiillt.

Wir geben einige informelle Argumente, daf auch (1) und (2) approxima-
tiv gelten.
Behauptung: Seien [ und J in [0,1) Intervalle der Linge \(I) und A(J), die
wesentlich grofier sind als a=*. Wir nehmen an daf uy auf[0,1) gleichverteilt
1st. Dann gilt:

Plugsr € Jug € I) ~ Plugyr € J) ~ A(J).



32 5 Deterministischer Zufall

Abbildung 15: Graph einer Abbildung
f(u) =au+bmod 1

Die zweite Beziehung wiirde bedeuten, dafl uyq auf [0,1) ungefihr gleich-
verteilt ist und die erste dafl die Verteilung nicht von der Position von wy
abhéngt.

Dies sieht man so ein: Nehmen wir der Einfachkeit halber b = 0 an. f ist
linear auf den a elementaren Intervallen I, = [k/a,(k+ 1)/a), 0 < k < a.
Das Urbild f~!(J) besteht aus a Intervallen I, N f~1(.J), jeweils der Liinge
A(J)/a. Sei I, die Vereinigung aller I, C I und n die Anzahl dieser I;. Dann
gilt

M) ND) ~ AFTHI) L) = ZA(T) ~ MDA()

und somit

Pl € 1w )= FgER 0 20 -

Somit ist die Aussage fiir groe n (oder a) richtig.
In der Praxis arbeitet man nur mit natiirlichen Zahlen; man setzt

vo = seed, V41 = (avy + b) mod ¢ (8)

mit einem Multiplikator a, einem Shift b und einem Modulus ¢, wobei alle
Zahlen natiirlich sind. Man startet mit einer Saat seed € {0,1,...,¢ — 1}
(n mod ¢ ist die Differenz von n und dem grofiten Vielfachen von ¢ less or

equal to n). Die so erhaltene Folge normiert man auf {0,1,...,¢— 1} und
erhélt
UV
Up = —.
c

Die Folgen (vg) bzw. (uy) sind natiirlich periodisch mit Periode hichstens c.

Beispiel 5.1 Die Wahl der Parameter ist eine eigene Wissenschaft. Bekannt
ist der sehr schlechte Generator RANDU von IBM: vj;; = (2! + 3)v, mod
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231 sukzessive Tripel (vg,Vpi1,Vki2) liegen auf nur 15 Hyperebenen, man
vergleiche [42], Seite. 23, [26] oder [17]. Abb. [16]illustriert dieses Phanomen.
In der Literatur wird u.a. der Generator (69069 v + 1) mod 2% aus|G. MAR-
SAGLIA| (1972) empfohlen.

Abbildung 16: SukzessiveTripel von RANDU aus zwei Perspektiven

Abb. [16|illustriert die Aussage des Satzes von Marsaglia (1968): Bildet man
die Zufallszahlen uy/c mittels eines linearen Kongruenzgenerators der Form
(8) und sodann sukzessive r-Tupel (v;, Vis1, - .. , Vitr—1), so liegen diese Punk-
te im R” auf hochstens (cr!)Y/" Hyperebenen.

5.3 Eine Abweichung: der Satz von Sarkovskii

Dieser Abschnitt beschiftigt sich nicht eigentlich mit dem Zufall. Er wirft
aber ein Schlaglicht auf die Phdnomene, die in Abschnitt angerissen wur-
den.

Der Satz von Sarkovskii ist ein Satz der Mathematik, der eine wichtige
Aussage Yber die maglichen Perioden bei der Iteration einer stetigen Funk-
tion macht. Ein Spezialfall des Satzes ist die Aussage, dass ein stetiges dy-
namisches System auf der reellen Geraden mit einem Punkt der Ordnung 3
bereits Punkte zu jeder Ordnung besitzt. Dies wird hSufig kurz so formu-
liert, dass Periode 3 Chaos impliziert. es handelt sich um einen der zunéchst
erstaunlichsten Satze der elementaren reellen Analysis.

Es geht um die Lénge der Perioden reeller Funktionen f : R — R. Ein
Punkt z € R hat die Periode k wenn f*(2) =z und fU)(z) # x fiir jedes j
mit 0 < 7 < k.

Seien die natiirlichen Zahlen folgendermaflen angeordnet:

3 <H<XT7T<9<11<13< ---
2:3 <2:5<2-7<2-9< ---
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4.3 <4-5<4-7<4-9< --.
2n.3 <2".5<2".7<2"-9< ...

<2t <2 <22<92<1

Der Satz besagt nun:

Satz von Sarkovskii Habe die stetige Funktion f : R — R einen periodi-
schen Punkt der Ordnung k, so hat es fiir jedes m = k einen periodischen
Punkt der Ordnung m.

Das verbliiffende an dieser weitreichenden Aussage ist, dafl sie praktisch
ohne Voraussetzungen auskommt. Ein sehr einfacher Beweis findet sich in
G. WINKLER (1986)). Einige der erstaunlichen Konsequenzen sind:

- Hat f irgendeinen periodischen Punkt, so hat es auch einen Fixpunkt

x, d.h.f(z) = =x.

- Hat f nur endlich viele periodische Punkte, so sind alle Periodenléngen
Potenzen von 2.

- hat f einen Punkt der Periode 3, so auch periodische Punkte jeder
Ordnung (,,period 3 implies chaos®).

Allerdings besagt der Satz nichts {iber die Stabilitit; man kann also in der
Simulation nicht alle Perioden sehen. Trotzdem findet man einige etwa in der

Abb. [13] wieder.

6 Die Gauflverteilung und ihre Folgen

Die Gaul- oder Normalverteilungverteilung ist neben der Laplace- und der
Binomialverteilung die bekannteste aller Verteilungen. Thr Segen aber auch
ihr Fluch liegt in ihrem phénomenalen Erfolg.

Dies ist eine Verteilung mit Dichte 1/v/2702 exp(—(z — p)?/(20?)). Dabei
sind p der Erwartungswert und o2 die Varianz. Sind x4 = 0 und 02 = 1, so
spricht man von einer Standardnormalverteilung und bezeichnet ihre Vertei-
lungsfunktion mit @.

6.1 Der Zentrale Grenzwertsatz

Die Bedeutung der Normalverteilung beruht auf auf dem Zentralen Grenz-
wertsatz. Zur Formulierung seien &1, &, ... Zufallsvariablen, jeweils mit Er-
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wartungswert p und Varianz o2 < 0; die standardisierten Summen seien

n

Z §p — npL
S* _ k=1
" no?

Eine einfache Variante liest sich

Satz 1 (Zentraler Grenzwertsatz) Seien &1,&s, ... unabhdngige Zufalls-
variablen, welche identisch verteilt sind und deren Varianz endlich ist. Dann
konvergieren die Verteilungsfunktionen F, der standardisierten Summen S
punktweise gegen .

Die Wirkungsweise des Satzes ist in den Abbildungen [17] und [1§] illustriert.

Der Satz wurde im Prinzip von ABRAHAM DE MOIVRE (1867-1754) fiir
binére Zufallsvariablen &, bewiesen. Die Beweise sind nicht rigoros. Trotzdem
ist er der Vater der Gaufiverteilung. Eine von mehreren Originalarbeiten ist
ABRAHAM DE MOIVRE (1733). Fiir bibliographische Notizen dazu vergleiche
man R.H. DAw and E.S.. PEARSON| (1972). DE MOIVRE ging es vor allem
darum, die fiir grofie n immer aufwendiger werdende Berechnung von Bino-
mialkoeffizienten und deren Summen zu umgehen. In diesem Zusammenhang
bewies er eine Version der Sterlingformel.

Definitiv geht die Normalverteilung nicht auf C.F. GAUSS zuriick. Er ent-
wickelte die Methode der kleinsten Quadrate. Somit ist auf der 10 DM Note
die Dichte zu Unrecht dem Portrit von Gauf} zur Seite gestellt, vgl Abb. [I9]
Laplace kannte die Doctrine of Chances. Er hat die Normalverteilung ver-
schiedentlich in seinen Arbeiten zur Fehlerrechnung benutzt und in seinem
Hauptwerk zur Wahrscheinlichkeitstheorie der Théorie analytique des proba-
bilités im Rahmen seiner Theorie der erzeugenden Funktionen abgeleitet. Die
Liste der Wissenschaftler die weiter am Satz forschten liest sich wie ein who
1s who der Mathematik. Sie beinhaltet u.a. LAPLACE, POISSON, BESSEL,
DirICHLET, CAUCHY, ELLIS, CHEBYSHEV, MARKOV und LIAPUNOV.

Bei Gauf}, der in einer seiner verschiedenen Arbeiten zur Begriindung der
Methode der kleinsten Quadrate die Normalverteilung aus einer Funktional-
gleichung ableitete, ist die Normalverteilung bereits so weit etabliert, dafl
man dafiir auf die 1798 erschienenen Tafeln der Normalverteilung von Chri-
stian Kramp zuriickgreifen konnte ff| Details zur Geschichte findet man in den
Arbeiten und Mongraphien von IvO SCHNEIDER, [46}; 47] und anderen.

8Fiir diese Mitteilungen danke ich Herrn Ivo Schneider
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Der Zentrale Grenzwertsatz ist eine rein asymptotische Aussage und so-
mit fiir praktische Zwecke im Prinzip wertlos. Niemand kdme auf die Idee,
aus der Tatsache, dafl die Folge der 1/n gegen 0 konvergiert, wenn n gegen
Unendlich strebt, zu schlieen, dal 1/6 = 0 ist. Genau dies wird aber in
Naturwissenschaften téglich praktiziert. Nicht selten wird ja der t-Test zum
Vergleich von Mittelwerten bei Fallzahlen von 3 - 6 verwendet. Letzterer be-
ruht aber auf der Annnahme von Gauf}verteilungen, also letztlich auf dem
Zentralen Grenzwertsatz. Dies ist Unfug!

Quantitative Abschitzungen von Wahrscheinlichkeiten liefert der Satz von
BERRY-ESSEEN, vgl. P. GANSSLER and W. STUTE| (1977). Fiir binére Va-
riablen & mit Erfolgswahrscheinlichkeit p gilt z.B. die Abschétzung

sup | Fy,(z) — &(z)| < P -pr

z€R V2mnp(1 —p)

Im Nenner der Schranke stehen also im wesentlichen die Standardabweichung
des Einzelexperimentes und die Wurzel der Anzahl. Man vergleiche dazu
H. ZiezoLp| (2001) und |P. EICHELSBACHER| (2001).

(9)

Beispiel 6.1 Die (heute historische) ,, Zwolferregel“zur approximativen Er-
zeugung einer normalverteilten Zufallsvariablen lautet: erzeuge unabhéngige,
auf (0,1) gleichverteilte Zufallsvariablen Uy, ..., Ujs. Dann ist

12
=D Ux—6
k=1

ungefihr standardnormalverteilt. In der Tat haben die U, Erwartungswert
1/2 und Varianz 1/12, so daB S5, = (3,2, Up—6)/(12-1/12)~1/2 = ¢ ist. Eine
allgemeine Version des Satzes von BERRY-ESSEEN liefert die Abschitzung

0, 8y
sup |F, () — @(2)| < —=,
up | F(x) — ()] < =L
mit dem zentrierten dritten Moment v von U;. Standardrechnung ergibt die
Schranke 0,3 fiir £. Zwar ist dies eine grobe Abschéitzung, dennoch ist sie
nicht sehr vertrauenseinfléfiend.

6.2 Der zentrale Grenzwertsatz gilt manchmal

In der Tat gibt es Bereiche der Wissenschaft, in denen der Zentrale Grenz-
wertsatz die Realitdt sehr genau widerspiegelt. Insbesondere ist dies in der
Statistischen Physik der Fall.
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200 400 &600 EOD 1000 1

Abbildung 17: Histogramme der Binomialverteilung zu p = 0,1 und n =
1,10, 100, 1000 (jeweils links), die standardisierten Histogramme im Vergleich
zur Standardnormalverteilung (rechts).
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"
WY TP

Abbildung 18: Seien &1, ... , &, unabhingige Wiederholungen einer Zufalls-
variablen &, welche auf {0, 1,9} gleichverteilt ist. p, seien die Verteilungen
der Summen & + --- +&,. Firn = 1,2,5,10,50 und 1000 wurden jeweils
100 000 Realisierungen berechnet. Im Bild sind die jeweiligen empirischen
Histogramme dargestellt.
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GUS6729725¢2

Deutsche Bundesbank

Abbildung 19: Die Vorderseite des 10 DM Scheines der BRD mit dem Por-
trait von Carl Friedrich Gaul und der Standardnormalverteilung.

“

Abbildung 20: Zwei Hélften eines Gefifies mit Luftmolekiilen (und Fliege)

Beispiel 6.2 Das folgende Beispiel orientiert sich am Urnenmodell von P.
UND T. EHRENFEST, also deren Stof$zahlansatz. In einem Geféfl des Volu-
mens 1 Kubikmeter seien etwa 0,2687-10%0 Gasmolekiile, vgl Abb. 20l Diese
Zahl ist ungefihr die Loschmidt-Konstante fiir ein ideales Gas unter Nor-
malbedingungen. Jedes Molekiil befindet sich mit Wahrscheinlichkeit 1/2 un-
abhéngig von den anderen in der linken bzw. rechten Halfte. In der linken
Hélfte sitzt eine leicht paranoide Fliege, die schon mehrere Selbsthilfegruppen
durchlaufen hat. Sie hat nun panische Angst, keine Luft mehr zu bekommen,
da sich die Molekiile in der anderen Hélfte konzentrieren kénnten.

Wir betrachten die Zufallsvariablen
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0.4 0.2 0.2 0.4 3 a.6 0.4 0.2 g.2 0.1 0.5 0.6 0. 0.2 0.z 0.4 0.8

Abbildung 21: Uniforme Verteilung auf [—+/3/5,v/3/5], Normal- und La-
placeverteilung, jeweils Streuung 0,2

0 . links .
& = { ] } falls Molekiil { rochts 1<e<n.

Wir nehmen ferner den Gleichgewichtszustand an, d.h. da8l (&, ... ,&,) auf
{0,1}" gleichverteilt ist und daf die & unabhéngig sind. Nach derUnglei-
chung [6.1] ist die gleichméflige Abweichung der Verteilungsfunktionen der
standardisierten Summen von @ von der GroéSenordnung 10~ und somit die
Wahrscheinlichkeit, dafl sich die Molekiile gleichmé&fig verteilen, praktisch 1.

6.3 Die ludische Verzerrung

Diesen Begriff hat N.N. TALEB durch seinen Bestseller [50] popularisiert.
Ludische Verzerrung bedeutet, dafl die klassische Stochastik um Urnenmo-
delle, Binomial- und Normalverteilung auf klassische Spiele wie Wiirfel oder
Roulette zugeschnitten, aber (ludus lateinisch fiir Spiel) in der Realitit, und
insbesondere in den ,,Social Sciences“fiir die Modellierung ungeeignet ist und
sogar katastrophal versagt . Dies gilt zum Beispiel im Bereich der Finanzma-
thematik In der Tat ist die Gauflverteilung nicht in der Lage, grofle Variabi-

0.02 - 0.02 -

0.01 - 0.01 -

K 1 1 L 1 . L L 1

0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2

Abbildung 22: Details der Auflenbereiche der Tails von Standardnormal-
und Standardlaplaceverteilung
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litdten zu erfassen.

Folgende Zahen entnehmen wir |B.B. MANDELBROT and R.L. HUDSON
(2005) (der Autor kann die Berechnungen nicht nachvollziehen). Auf den
Seiten 26 und 38 berichtet er:

Von 1916 bis 2003 sollte sich nach der Standardtheorie innerhalb dieses
Zeitraumes der Dow-Jones Index an 58 Tagen um mehr als 3,4 % &ndern,
tatséchlich war dies an 1001 Tagen der Fall; ahnlich verhélt es sich bei 4,5
% mit prognostizierten sechs Tagen gegeniiber 366 beobachteten. Eine In-
dexdnderung von 7,7 % sollte sich unter dem Standardmodell nur mit Wahr-
scheinlichkeit 1 zu 50 Milliarden ereignen. Tatséchlich gab es im Juli 2002
drei solcher steilen Abstiirze innerhalb von sieben Handelstagen. Im 20. Jahr-
hundert gab es alleine 48 solcher Tage beim Dow-Jones Index. Der Einbruch
am 19.10.1987 um 29,2 Prozent habe unter dem Standardmodell eine Wahr-
scheinlichkeit geringer als 107°°. Mandelbrot bringt weitere solcher Beispiele.

Die Kritik ist in B.B. MANDELBROT and R.L. HUDSON (2005 vorge-
tragen, einem populdrwissenschaftlichen Werk zur Finanzmathematik. Dort
werden auch alternative Zugénge vorgeschlagen. |N.N. TALEB| (2008]) popu-
larisiert diese Uberlegungen bis zur Unkenntlichkeit.

Der hauptséchliche Grund ist, daf§ die &ufleren Abschnitte der Normalver-
teilung, die tails, fast keine Wahrscheinlichkeitsmasse tragen, die Verteilung
ist scharf um den Mittelpunkt konzentriert, sie ist light tailed. In Abb. 21]sind
drei Dichten skizziert. Die Laplaceverteilung rechts ist heavy tailed und 1&8t

04}

Abbildung 23: Dichten von Cauchy Verteilungen; die blaue Kurve stellt die
Standardcauchydichte dar.
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somit robustere Modelle als die Gaufiverteilung zu. Dieser Effekt ist in Abb.
detaillierter erfafit. Ein Kompromif ist die Huber- Verteilung, bei welcher
der Exponent der Dichte in der Mitte Gauflisch und auflen linear verlauft, al-
so dhnlich wie die Laplaceverteilung. Robuster noch als Laplaceverteilungen
sind die Cauchyverteilungen mit Standarddichte f bzw. Verteilungsfunktion
F der Form
1

(1 —a2)’
Sie treten z.B. als Verteilungen der Quotienten normalverteilter Zufallsvaria-
blen auf und somit als Spezialfall der Studentschen t-Verteilung. Allerdings
besitzen sie keinen Erwartungswert und somit auch keine endliche Varianz.
Insbesondere erfiillen Cauchyverteilungen nicht die Gesetze der groffen Zah-
len. Einige Dichten sind in Abb. 23] geplottet. Wihrend das 99 % Quantil
der Standardnormalverteilung ca. 2,33 betrigt liegt dieses fiir die Standard-
Cauchy-Verteilung bei 32.

f(x) = F(x) =m/2+ arctanz.

Die Verteilung wird oft als die des , blinden Bogenschiitzen“ taf o

[—m/2,7/2] gleichverteilten Winkel ab. Dann sind die Auf- L4

Y

»

treffpunkte auf eine eine Einheit entfernte Mauer cauchyver-

A
/2
bezeichnet; dieser schieffit seinen Pfeil unter einem auf /
teilt; dies liest man sofort aus der Verteilungsfunktion ab. —7/2

Tabelle [I] enthélt einige Standardbereiche der Normalverteilung. Man er-
kennt deutlich, dafl weit aulen praktisch keine Masse mehr liegt. Tatséchlich
ist die Laplaceverteilung proportional zu exp(—C/|z|) wéhrend die Normal-
verteilung proportional zu exp(—Dz?) ist und somit nach aufien dramatisch
schneller abfillt. In Tabelle |2 sind die 95 % und 99% Quantile aufgelistet.

’ von — bis \ Wahrscheinlichkeit % ‘ ’ von — bis \ Wahrscheinlichkeit % ‘

mtl-o 68,27 m=+1,96-0 95
m=x2-o 95,45 m=2,58-0 99
m=E3-o 99,73 m=*3,29-0 99,9
m=x5-o 99,996

Tabelle 1: Wahrscheinlichkeiten symmetrischer Intervalle um den Mittelwert
m der Normalverteilung

Dies sind die Werte ¢, fiir die das Intervall [g,00) die Wahrscheinlichkeiten
0,05 bzw. 0,01 hat.

Auch abseits der Finanzmathematik gibt es erhebliche Kritik seitens mo-
derner Statistiker. Dies fithrte unter anderem zur Entwicklung der robusten
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Statistik, siehe |P.J. HUBER (1981)) oder F.R. HAMPEL et al| (1986). J.
TuckEY und P.L. DAVIES empfehlen absolute Abweichungen anstelle der
quadratischen Abweichungen, was zur Laplaceverteilung fiihrt. Dies ist eng
mit obiger Diskussion verbunden.

’ Verteilung ‘ 95% Quantil ‘ 99% Quantil ‘
Standardnormal-Verteilung 1,65 2,33
Laplace-Verteilung 2,30 3,91
Cauchy-Verteilung 6,31 31,82

Tabelle 2: Quantile verschieden robuster Verteilungen, jeweils in der Stan-
dardform

7 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrech-

nung

Die letzte Stufe der Entwicklung vom Wahrscheinlichkeitsgefiihl {iber Fr-
kenntnistheorie und den wissenschaftlichen Wahrscheinlichkeitsbegriff ist die
mathematische Axiomatisierung. Diese reiht einerseits den Begriff in die pure
Mathematik ein, beraubt ihn aber zundgchst jeden realen Hintergrundes. Auf
dieser Basis kann anschliefend das ,,Glasperlenspiel“der Mathematik gespielt
werden. Andererseits erfolgt aber sowohl die Setzung der Axiome als auch
die Interpretation der daraus abgeleiteten Satze im Hinblick auf eine Realitét
im Rahmen der jeweiligen erkenntnistheoretische Position.

Im wesentlichen kénnen zwei Lager unterschieden werden, ndmlich Ob-
jektivisten und Subjektivisten. Zwischen diesen Lagern gab es - vornehmlich
in der ersten Hélfte des letzten Jahrhunderts - vehemente Auseinanderset-
zungen. Der Objektivist 1483t nur Ereignisse zu, deren Wahrscheinlichkeiten
als objektiv existent postuliert werden und im Prinzip durch Messungen oder
Beobachtungen approximativ bestimmt werden konnen - allerdings stets mit
einer gewissen Unsicherheit. So schliet er von vornherein ein Fiille von Gege-
benheiten aus, mit denen wir im téglichen Leben konfrontiert sind, z.B. alle
Ereignisse, die nur einmalig auftreten. Der Subjektivist dagegen denkt {iber
die Einschéatzung von Unsicherheit durch Individuen nach. Im Idealfall bein-
haltet die subjektivistische die objektivistische Theorie. Beachtet man, dafl
dem Objektivismus der (unbeweisbare) Glaube an real existierende Wahr-
scheinlichkeiten zugrunde liegt, so scheint der Subjektivismus objektiver zu
sein, da er ohne diesen Glaubenssatz auskommt.
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Wir zdumen nun das Pferd vom Schwanz her auf, beginnen mit der allge-
mein akzeptierten Axiomatik und diskutieren diese anschliefend.

7.1 Die Axiomatik von Kolmogoroff

Dies ist die noch heute allgemein akzeptierte Axiomatik der Wahrschein-
lichkeitstheorie. Sie wurde in |A. KOLMOGOROFF| (1933,1973) vorgestellt.
Ahnlich wie in Geometrie und Algebra wird nicht erklirt, was die betrach-
teten Objekte denn seien. Es werden nur die Bezichungen zwischen ihnen
festgelegt, also die mathematischen ,,Spielregeln ‘.

Die Monographie ‘Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung’ von
Andrei Nikolajewitsch Kolmogorov
(1903-1987) [21] enthdlt die funda-
mentalen Axiome der Stochastik, wie
sie heute noch der Wahrscheinlich-
keitsrechnung zugrunde gelegt werden
und damit den Kern der heutigen
Wahrscheinlichkeitstheorie. Seine
Beitrdge iiber ‘Analytische Metho-
den in der Wahrscheinlichkeitstheorie’
(1938), sind Grundlage fiir die Theorie
der Markov Prozesse.

Im Hintergrund steht jeweils ein Experiment mit einer wohldefinierten
Praparierung, d.h. eine bekannte Ausgangssituation. Das Experiment habe
mogliche Ausginge w, deren Eintreten aber jeweils ungewifl sei. Zunéchst
wird also die Menge () der moglichen Ergebnisse w festgelegt. Zum zweiten
wéhlt man ein System F von Teilmengen in (2; dieses wird unseren Wissen-
stand widerspiegeln. Jedes F' € F repréasentiert ein Ereignis. Ein Ereignis F
tritt ein, wenn das tatséchliche Ergebnis @ in F' liegt. Dabei ist zu fordern,
daf feststellbar ist, ob w tatséchlich in F' liegt oder nicht.

Unter dieser Interpretation und wenn man die klassische zweiwertige Logik
akzeptiert, mufl F die Struktur einer Mengenalgebra tragen. Insbesondere
muf} das Ereignis ,irgendetwas geschieht“, d.h. die Menge €2 in F enthalten
sein. Mit einem FEreignis F' mufl seine Negation, also das Komplement F'*
ebenfalls enthalten sein. Eine weitere Forderung entspricht dem logischen
yoder”, d.h. mit F; und F5, mufl auch die Vereinigung F; U F, in F liegen.
Daraus folgt leicht, dafl auch die anderen logischen Operationen wie das
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yund“ ihre mengentheoretische Entsprechung finden. Ist mit Fi, Iy, ... auch
die Vereinigung in F, so nennt man dieses eine (Mengen-) o-Algebra.

Es sei betont, dal dies ausschliefllich der klassischen Logik entspricht.
Zum Beispiel ist das tertium non datur wesentlich. Fiir die Quanten- oder
auch die weibliche Logik braucht man andere Regeln. Die Forderung nach
Verifizierbarkeit oder Falsifizierbarkeit durch eine Beobachtung schrénkt die
Wahl der Algebra ein. Bepunktet man zum Beispiel die zwei Seiten zweier
Miinze jeweils mit den Zahlen 0 oder 1 und beobachtet nur die Augensumme,
so kann man die Menge A = {(0, 1), (1,0)} durch Beobachtung nicht auflésen.
Sie bildet ein nicht teilbares Atom der zugehorigen Algebra. Es ist also nicht
statthaft, die Potenzmenge von ©Q = {(0,1),(0,0),(1,0),(1,1)} als Algebra

zu wihlen. Die zugehorige Algebra muf§ also sein:

F={0,2,{(0,0}, {(1, N}, A, AU{(0,0)}, AU{(1, 1)} }}

Entsprechend der Annnahme, dafl die Ereignisse unsicher sind, miissen sie
nun entsprechend bewertet werden. Dies soll durch eine nichtnegative reell-
wertige Funktion P auf F geschehen. P bewertet die Ereignisse zwischen ab-
soluter Unmoglichkeit und Sicherheit. Da das Experiment durgefiihrt werden
soll, muB} zwingend ein w € € eintreten. Wir vereinbaren fiir dieses definitiv
sichere Ereignis den Wert P(2) = 1. Fiir das logisch unmdogliche Ereignis ()
sollte natiirlich P(() = 0 sein (das Experiment liefert ja irgendeinen Ausgang
w). Dies wird allerdings folgen und mufl deshalb nicht gefordert werden.

Die letzte Regel sei zunéchst nur fiir Algebren F formuliert:

P(Fy U Fy) =P(F) + P(F,), fiir disjunkte Ereignisse Fi, F» € F. (10)

Aus dieser Regel folgt etwa sofort, dal P()) = 0. Wihrend die schwichere
Forderung , F, C Fy, = P(F}) < P(F,)“ unmittelbar einleuchtet, mufl
gesondert begriindet werden. Dies wird in Abschnitt versucht werden. Es
wéren ja auch andere Funktionen f(P(Fy),P(F)) als die Addition denkbar,
z.B.

]P(Fl U FQ) - \/P(Fl)Q + P(F2>2

Auch hieraus wiirde P(f)) = 0 folgen.

Da man z.B. Aussagen iiber die Konvergenz der relativen Haufigkeiten
eines Ereignisses gegen seine Wahrscheinlichkeit von hohem Interesse sind,
steht man Mengen des Typs &, — &, n — 00, gegeniiber, wobei die & und
¢ Funktionen auf €2 sind. Es ist

=

fwe:Gw — W= U N W —&w) <

k=1ng>1n>ng
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Hier werden abzihlbare Mengenoperationen bendétigt, die natiirlich in den
Wahrscheilichkeitskalkiil hinein wirken. Wir formulieren also die folgende
Axiomatik:

Seien 2 eine Menge versehen mit einer o-Algebra F. Sei ferner P eine
reellwertige Abbildung auf F. Es gelten:

Kolmogorov-Axiom 1 (Konvention) P ist nichtnegativ,
Kolmogorov-Axiom 2 (Normalisierung) P(2) =1,

Kolmogorov-Axiom 3 (o-Additivitit) fir paarweise disjunkte Ereignis-
se F1.Fy, ... aus F gqilt

P (U Fk> => P(Fy).
k=1 k=1
Man nennt das Tripel (€2, F,P) einen Wahrscheinlichkeitsraum, und P ein
Wahrscheinlichkeitsmaf. Frither war die Bezeichnung Wahrscheinlichkeits-
feld gebréuchlich. Dieses Axiomensystem ist widerspruchsfrei (weil es Bei-
spiele gibt) und unvollstindig (weil es viele Beispiele gibt). Es bleibt nur
noch die Erweiterung des Additionssatzes auf die o-Additivitiat zu diskutie-
ren. Dazu zitieren wir A. KOLMOGOROFF| (1933,1973):

Unendliche Wahrscheinlichkeitsfelder erscheinen nur als ideali-
sierte Schemata reeller zufélliger Prozesse. Wir beschrdnken uns
dabei willkirlich auf solche Schemata, welche dem Stetigkeitsaxi-
om gentigen. Diese Beschrinkung erwies sich bis jetzt bei den
verschiedensten Untersuchungen als zweckméBig.

Unter ,,Stetigkeitsaxiom* versteht KOLMOGOROFF die Aussage

Kolmogorov-Axiom 3 (o-Stetigkeit) Fir eine abnehmende Folge Fy D
F, > -+« D F, D - von Ereignissen in F mit (, F, = 0 gilt P(F},) —
0, k — oo.

Austausch von (c¢) und (d) fiithrt zu dquivalenten Axiomensystemen.
Beziiglich der Sigma- Additivitat (cA) nimmt KOLMOGOROFF einen prag-
matischen Standpunkt ein, der durch die einleitenden Bemerkungen gestiitzt
wird. Allerdings hat die Erweiterung auf abzédhlbare Mengenoperationen dra-
matische Folgen fiir die abgeleiteten Satze. Die entsprechende Diskussion
sprengt den vorliegenden Rahmen. Es sei hier lediglich DE FINETTI (siehe
Abschnitt erwahnt, der die Sigma-Additivitdt ablehnte, weil sie seiner
Auffassung nach zu paradoxen Konsequenzen fithrt. Zusammen mit Alfréd
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Rényi versuchte er, eine alternative Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zu entwickeln. Erfahrungsgeméf fiihrt dieser Ansatz zu erheblichen
Schwierigkeiten, was KOLMOGOROFF’S Meinung bestétigt.

Ein Problem, das in diesem Zusammenhang entsteht, sei doch angespro-
chen, da es mit der Bemerkung oben iiber die Entscheidbarkeit des Eintretens
von Ereignissen nicht kompatibel ist. Betrachtet man z.B. 0 = [0, 1], versieht
dies mit der kleinsten o-Algebra, welche alle Intervalle enthélt, der Borel-o-
Algebra B(]0,1]), so ist das natiirliche Langenma$l A, das Lebesguemaf, ein
Wahrscheinlichkeitsmafl auf 5([0, 1]). Nun liegt aber jede einpunktige Menge
{z}, z € Q, in B([0,1]) und es gilt A({z}) = 0. Ein solches Ereignis ist zwar
logisch moglich, aber im Allgemeinen praktisch nicht identifizierbar. Solche
Effekte sind der Pragmatik geschuldet.

7.2 Die objektivistische Auffassung

Wir greifen noch einmal die Frage, was Zufall denn sei, auf. Obiges System ist
mathematisch einwandfrei, daraus gezogene Schliisse kénnen nicht angefoch-
ten werden. Die Verbindung zur Realitdt iiberlassen Mathematiker gerne an-
deren Wissenschaften, wie Philosophie, Wissenschaftstheorie oder Statistik.
Aber gerade in der Verbindung zur Realitat liegt ja der Wert der Wahrschein-
lichkeitstheorie.

In der objektivistischen Interpretation der Wahrscheinlichkeitstheorie stellt
man sich auf folgenden Standpunkt:

Jedem Ereignis wohnt eine Gréfle - ndmlich seine Wahrscheinlichkeit -
inne, dhnlich wie ein Kérper Ausdehnung oder Masse hat. Diese Grofie kann
man im Prinzip durch wiederholte unabhéngige Messungen beliebig genau
bestimmen. In den Worten von |HANS RICHTER/ (1952))(1912-1978) liest sich
das so:

Unter den denkbaren Belegungssystemen mit der in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung festgelegten Struktur gibt es ein ‘abso-
lutes’ System’; das von der realen Welt gefordert wird; d.h. der
numerische Wert der Wahrscheinlichkeit fiir jedes E |Hﬂ ist wie
eine physikalische Grofle festgelegt.

Im sowjetisch/stalinistischen Sozialismus/Kommunismus war im Sinne der
materialistischen Weltsicht diese objektivistische Interpretation die einzig er-
laubte [} Das liest man z.B. deutlich aus der Einleitung zu dem nach wie
vor empfehlenswerten einfiihrenden Werk B.W. GNEDENKO| (1968)) heraus.

9Das meint ein Ergebnis E eines Versuches H
0Deshalb war im Stalinismus auch die Quantenmechanik verboten. Man versuchte den
Determinismus durch sogenannte ‘verborgene Parameter’ zu retten, vgl. Abschnitt
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Im objektivistischen Rahmen sind nur Ereignisse A fiir Experimente sinn-
voll, die sich - wenigstens im Prinzip - beliebig of unabhéngig voneinander
realisieren lassen. Man will, dafl die relativen Haufigkeiten n4/n bei n Wie-
derholungen und der Trefferzahl n, die - als objektiv existierend postulierte
- Wahrscheinlichkeit P(A) approximieren. Welcher Art die Konvergenz ist,
bleibt zunéchst offen.

In diesem Rahmen wird die Additionsvorschrift plausibel. Jedenfalls
gilt fiir disjunkte Ereignisse A und B, daf sich die Anzahlen der Treffer addie-
ren, d.h. dafi n4 + np = naup gilt; somit folgt fiir die relativen Haufigkeiten

na np nauB
J— + —

n n n

Unterstellen wir die Konvergenz, so folgt .

Die Konvergenz findet sich in Gesetzen der grofien Zahlen. Unter obigen
Axiomen beweist man: Sei A ein Ereignis und sei fiir jedes & € N das Ereignis,
da3 A bei der k-ten Wiederholung des Experimentes eintritt, mit Ay bezeich-
net; ferner sei x4, = 1 wenn Ay, eintritt und x4, = 0, wenn Ay, nicht eintritt.
Die relativen Haufigkeiten des Auftretens von A bei n Wiederholungen sind
dann (>°7_; xa,)/n. Sind die Experimente unabhéngig, so gilt

1 n
]P’(wEQ:EZXAk(w) — P(A), n—>oo> = 1.
k=1

Somit ist die Art der erhofften Konvergenz prézisiert. Allerdings gilt die ana-
lytische Konvergenz nicht fiir alle Versuchsausgéinge w € 2. Die Ausnahmen
bilden ein Ereignis N mit P(N) = 0, eine P-Nullmenge. Diese enthélt z.B.
alle konstanten Folgen w = (a, a, a, ...) mit a # P(A) und viele andere mehr.
All diese Folgen sind theoretisch denkbare Ergebnisse.

Um diese rein mathematische Aussage mit der Realitdt in Verbindung
zu bringen, wird ein Postulat benotigt, ndmlich das COURNOTsche Prinzip,
ANTOINE AUGUSTIN COURNOT| (1843, |1973-1984):

Sei £ > 0 gewahlt. Gilt fiir ein Ereignis A € F, da P(A) > 1—¢,
so sollen wir so handeln, als ob das Eintreten von A gewifl wére.

Ausfiihrliche Quellenangaben und eine Diskusion finden sich in |(G. SHAFER
(2006]).

Das subjektive Element der Wahl von ¢ scheint praktisch nicht vermeid-
bar. Dieses Phinomen scheint insbesondere in Schéitz- und Testtheorie auf,
wo man 1—¢ etwa in Gestalt von Signifikanzniveaus oder bei Konfidenzinter-
vallen begegnet. In der Tat bedienen wir uns dieses Prinzips - ohne dariiber
nachzudenken - oftmals bei Alltagsentscheidungen. All dies entspricht dem
rechten absteigenden Ast in Diagramm [I}
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Abbildung 24: BruNO DE FINETTI, 1906-1985, H. RICHTER, 1912-1978
(Bild 1976 von Konrad Jacobs, MFO Oberwolfach)

7.3 Die subjektivistische Auffassung

Die objektivistische Theorie 148t nur wenige Ereignisse der téglichen Erfah-
rung zu, da sie meist nur einmalig stattfinden. Ferner ist die Wiederholbarkeit
der Ereignisse - wenn sie denn iiberhaupt gegeben ist - ein idealisierter Be-
griff; Experimente konnen nur gedanklich beliebig oft wiederholt werden. Ei-
ne Aussage wie ,,Caesar war in Grof{britannien® ist z.B. einmal schon deshalb
unzuléssig, weil nicht entschieden werden kann, ob er dort war oder nicht,
und zum anderen auch, weil es sich um ein einmaliges Ereignis handelt.

Ferner gibt es erhebliche prinzipielle Finwdnde gegen das Postulat objek-
tiv existierender Wahrscheinlichkeiten. So sagt BRUNO DE FINETTI (1906-
1985), vgl. Abb.

Es existiert keine objektive Wahrscheinlichkeit.

Seine Versuche einer subjektivistischen Axiomatik liefen parallel zu denen
von F. RAMSEY (1903-1930); auch Wissenschaftler wie J.M. KEYNES (1883-
1946) arbeiteten an diesem Gegenstand, letzterer im Rahmen der Okonomie.

Sie bezieht sich auf die Einschétzung eines Individuums. Fine Art, sich
das vorzustellen, beruht auf dem Wettbegriff: Zwei ,verniinftige Individu-
en“schlieffen eine ,faire Wette* auf das Eintreten eines Ereignisses ab; das
heifit, daf sie die Rollen tauschen wiirden. Der so entstehende Wettquotient
ist dann die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses. HANS RICHTER | (1952) sagt:

Objektiv (im Sinne von allgemeinverbindlich) an der Wahrschein-
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lichkeitsbelegung der E|H ist nur die Struktur dieser Belegung
und die Vorschrift zur Anderung der Belegungswerte; dagegen
sind die numerischen Werte selbst abhéngig vom Wissensstan-
de (andere insbesondere psychologische Einfliisse gelten meist als
ausgeschaltet).

Zur Grundlegung dieser Begriffe lese man bei HANS RICHTER/ (1974abl 1975,
1972, 11952} [1953a,b,c, 1954} 1956) nach.

H. RICHTER argumentiert in [41]: Der Objektivist unterscheidet sich vom
Subjektivisten dadurch, daf§ er an objektiv aulerhalb von uns existierende
Wahrscheinlichkeiten glaubt; er darf aber nicht behaupten, aus seiner Erfah-
rung heraus sichere Schliisse auf deren Wert ziehen zu konnen. Dies zeigt sich
besonders in der Statistik, wo meist eine Familie von Wahrscheinlichkeiten
(das Modell) vorab gewéhlt wird. Gewisse dieser werden dann, z.B. durch
einen Signifikanzest mit hoher Wahrscheinlichkeit verworfen. Das bedeutet
aber keineswegs, dafl auf die ,,wahre Verteilung“geschlossen werden kann.

H. RICHTER geht vom Begriff der Wette aus, ebenso wie B. DE FINETTI
(1937),I.R SAVAGE|(1968), L.J SAVAGE| (1954) oderJ.G. KEMENEY! (1955)).

Als Diskussionsgrundlage geben wir die Axiomatik an, wie sie von H.
RICHTER in [41] formuliert wurde. Zugrunde liegt die einfache Wette auf ein
Ereignis E. Sie ist charakterisiert durch ihre Auszahlungsfunktion

a(w) = axa(w) + AxeWw), w € Q,

wobei a und [ reelle Zahlen sind. 3 ist die Auszahlung im Gewinnfalle, «
vertritt den Einsatz und ist im Allgemeinen von der Form a = —e, e > 0,
mit dem positiven Einsatz e; dieser ist stets verloren und man erhélt im
Gewinnfalle den Betrag 5 — e und verliert sonst e. Es sind auch mehrere
bzw. abzdhlbar viele Wetten mit den Auszahlungsfunktionen a; simultan
zugelassen, die gesamte Auszahlung ist dann a = a; + as + - - -, sofern die
Summe endlich ist; wir nennen dies eine o- Wette.

Die Menge dieser Wetten wird nun eingeteilt in die Gesamtheit § der
fairen und U der unfairen Wetten. FEinige Wetten sind fiir den Spiele nicht
entscheidbar; sie bilden die Klasse 1.

Im téglichen Leben kommen {iberwiegend unfaire Wetten vor. Ein Stan-
dardbeipiel ist das deutsche Lotto, bei dem die Finanzministerien vorweg
50% des Einsatzes einziehen.

Was fair bzw. unfair ist, wird nun in drei Axiomen formalisiert.

Natiirlich soll eine Wette mit konstanter Auszahlung 0 fair sein:

Wett-Axiom 1 Ist a(w) =0, fir alle w € Q so ist die Wette fair.

Umgekehrt muf gelten:
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Wett-Axiom 2 Ist a(w) > 0, fir alle w € Q aber nicht a = 0, so ist die
Wette unfair.

Dies beriicksichtigt, dafl die Wette auch unentscheidbar sein kann.

Nun kommen hinterriicks die Wahrscheinlichkeiten ins Spiel. Ein Spieler
habe fiir jedes Ereignis F eine Menge P(FE) von zugelassenen subjektiven
Wahrscheinlichkeiten festgelegt. Dafl dies eine Menge und keine Zahl ist,
beriicksichtigt, dafl sich der Spieler eventuell nicht auf genau eine Zahl fest-
legen kann. Entscheidend ist

Wett-Axiom 3 Sei S eine reelle Zahl. Fiir jedes p(E) € P(E) ist die Wette
mit Auszahlungsfunktion

a(w) = —p(E)Sxa + Sxz

fair.

Dieses Axiom leuchtet sofort ein, wenn man vom Ende her denkt: Wiren
wir bereits im Besitz der Wahrscheinlichkeiten P und der Erwartungen E, so
wére in diesem Fall

E(a) = —S-P(E)-1+S-P(E) = 0.

Eine Wette, bei der man weder etwas gewinnt noch verliert, mufl natiirlich
fair sein.
Nun wird die Menge der subjektiven Wahrscheinlichkeiten strukturiert.

Wett-Axiom 4 Der Spieler verfiigt iiber eine Gesamtheit © von subjektiven
Wahrscheinlichkeitssystemen. FEs ist

{pg(E): 9 € O =P(E) fir jedes E.

Dies steht im Gegensatz zu [[.R SAVAGE (1968), der meint, dafl durch ange-
strengtes Nachdenken genau eine Zahl P(E) als subjektive Wahrscheinlichkeit
von E gefunden werden koénne. Richter argumentiert dagegen, dafl man am
Schreibtisch selbst bei sehr angestrengtem Nachdenken keine Naturgesetze
finden konne, HANS RICHTER| (1972), Seite 67.

Schliellich kommt noch eine Konsistenzforderung:

Wett-Axiom 5 Hat eine o-Wette die einzelnen Auszahlungsfunktionen
ag(w) = —Skpo(Er)xa + Skxa

bei tibereinstimmendem ¥ € O, so ist sie nicht unfair.
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Die entscheidende Konsequenz aus diesen Axiomen ist nun der erwartete
Satz:

Satz 2 Flir jede ¥ € O ist die Wahrscheinlichkeitsbeleqgung {ps(E) : E € F}
ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf F.

Man ist also wieder bei der Axiomatik von KOLMOGOROFF angelangt. Der
Unterschied besteht nicht in den Axiomatiken, sondern in der objektivisti-
schen bzw. subjektivistischen Auffassung.

Bemerkung Obiges ist eine vereinfachte Version der Axiomatik, die aber fiir
das Verstdndnis vollkommen geniigt. In der Originalversion geht H. RicH-
TER nur von Algebren anstatt von o-Algebren aus. Ferner formuliert er im
Hinblick auf die Entscheidungtheorie die Axiomatik fiir bedingte Wetten. Der
interessierte Leser sei hierzu auf die Originalarbeiten verwiesen.

7.4 Komplexitit

Ein dritter Aspekt betrifft die Komplexitéit konkreter Folge von Zahlen .
Diese 148t sich z.B. durch die Linge eines Programmes auf einer Turing-
Maschine messen, welches die Folge erzeugt, der ,, Kolmogorov-Komplexitat*.
Sie ist von Bedeutung im Hinblick auf Pseudozufallzahlen. Diese Idee geht auf
A.N. KOLMOGOROFF und einem seiner vielen Schiiler PER MARTIN-LOF
zuriick. Sie wurde in |(C.P. SCHNORR ([1971) schliissig formuliert.

Eine schliissige Einordnung in die vorliegenden Gedankenginge sprengt
den Rahmen dieses Aufsatzes.

8 Der Zufall in der Kunst

Wir beschrénken uns auf drei typische Beispiele aus Literatur und Film.

8.1 Der Zufall bei Karl Valentin

Karl Valentin (1882-1948), der wahrscheinlich bedeutendste Miinchener ,,Ko-
miker“(so komisch war er eigentlich gar nicht) hat den Begriff des Zufalles
ideal erfafft und in seiner skurilen Art in zwei Stiicken dargestellt. Seine kon-
geniale Partnerin war Liesl Karlstadt (1892-1960). Wir erwdhnen nur zwei
Beispiele.

In seinem Stiick (1940) ,,Der Zufall, Orchesterprobe, Komédie in zwei Ak-
ten Alternativtitel: Tingeltangel, So ein Theater Theater in der Vorstadt Die
komische Kapelle“KARL VALENTIN, 1933, schaue KARL VALENTIN| (2009)
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geht es um den Zufallsbegriff und seine subjektivistische Deutung ganz all-
gemein.

Valentin ist Mitglied eines Orchesters und kommt wie iiblich zu spét zur
Probe. Er erzédhlt, daf§ er mit einem Bekannten in der Kaufingerstrafie ge-
wesen sei, iiber Radfahrer gesprochen habe, und dafl just in diesem Moment
ein Radfahrer daher gekommen sei. Dies sei ein unglaublicher Zufall. Der
Dirigent entgegnet, dafl dies kein Zufall sei, da in der Kaufingerstrafie ,alle
Meter - alle Sekunden® einer vorbeikédme. Valentin antwortet: Sie haben halt
eine eigene Weltanschauung. Der Dirigent meint, wenn dasselbe mit einem
Flugzeug geschehen wére, so hétte es sich um einen Zufall gehandelt.

In einem weiteren Sketch will Valentin sein Haus gegen ein Bergwerk tau-
schen. Der Hauskéaufer interessiert sich fiir den Grund. Wir zitieren aus KARL
VALENTIN (1940) [T}

KARLSTADT Kaufen Sie sich dann wieder ein neues Haus?
VALENTIN Niemals mehr! Ich suche ein altes tausend Meter tiefes Berg-
werk zu mieten.

KARLSTADT Und das wollen Sie dann bewohnen?

VALENTIN Selbstverstandlich!

KARLSTADT Das ist ja unheimlich!

VALENTIN Schon — aber sicher!

KARLSTADT Vor wem?

VALENTIN Vor Meteorsteinen.

KARLSTADT Aber Meteorsteine sind doch ganz selten.

VALENTIN Schon, aber bei mir geht die Sicherheit iiber die Seltenheit.

Damit hat Valentin die Grundidee der Extremwertstatistik, wie sie in der
Finanzmathematik grundlegend ist, konzise charakterisiert.

8.2 Der Zufall im Film

,Der Zufall moglicherweise“(Originaltitel: Przypadek) ist ein 1981 entstan-
dener Spielfilm des polnischen Regisseurs Krzysztof Kieslowski, der jedoch
erst 1987 veroffentlicht wurde. Er wurde mit zahlreichen Auszeichnungen
bedacht.

Vor dem politischen Hintergrund des damaligen kommunistischen Polen
und der typischen dualen Auseinandersetzung zwischen der Partei und den

UEin ausfiihrlicheres Zitat ist leider aufgrund einer erheblichen Strafandrohung durch
Herrn Rechtsanwalt Fette, Miinchen, nicht moéglich
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im Untergrund téatigen Oppositionellen zeigt er drei mogliche Versionen des
Lebenslaufes des Protagonisten Witek Diugosz. Der Regisseur untersucht
die Rolle des Zufalls und des Determinismus als Faktoren des menschlichen
Schicksals.

Witek will nach Warschau fahren und begibt sich zum Bahnhof. Von nun
an werden drei verschiedene Versionen durchgespielt, die davon abhéngen,
ob er den Zug noch erreicht oder nicht. In der ersten Version gelingt ihm das
und er beginnt in Warschau eine Karriere als kommunistischer Funktionér
und Politiker, in der zweiten Version gerét er im Bahnhof mit einem Bahnpo-
lizisten aneinander, und er beginnt eine Karriere als Oppositioneller. In der
dritten Version verpafit er den Zug, trifft aber eine Studienkollegin, in die er
sich verliebt und sie heiratet.

8.3 Der Zufall in der Literatur

In seiner Erzdhlung , Der Schnupfen“ untersucht der polnische Schriftsteller
STANISEAV LEM zufillige Ereignisse im Hinblick auf das Gesetz der grofien
Zahlen. Sein Held heift [jon Tichy, nach dem altgriechischen Wort Tyche
(toxn) fir die Gottin des Schicksals, der gliicklichen oder bosen Fiigung
und des Zufalls, spéter auch fiir Schicksal, Zufall, Versehen oder Fehler. Die
romische Entsprechung ist Fortuna.

Eine ritselhafte Hiufung von Suiziden in Neapel, der zunéchst wie ein Kri-
minalfall aussieht, wird analysiert. LEM konstruiert eine komplizierte Wir-
kungskette und argumentiert, dafi die Folgen, obwohl unwahrscheinlich, auf-
grund des Gesetzes der groflen Zahlen eintreten miissen, wenn nur gentigend
viele Wiederholungen vorliegen.

8.4 Der Zufall in Action

Der Salzburger Aktionskiinstler JURGEN FUCHS meint: Kunst ist Zufall.

9 Zum guten Schluf3

Man kann also trefflich iiber den Begriff ‘Zufall’ diskutieren. Der elséssische
Arzt, Theologe und Philosoph ALBERT SCHWEITZER (1875-1965) hat eine
zugleich geistreiche und witzige Formulierung gefunden:

Der Zufall ist ein Pseudonym, das der liebe Gott wéahlt, wenn er
anonym bleiben will.
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Im Gegensatz dazu siedeln viele Authoren ,, Gott genau innerhalb des Zufalls
an, da sie im Rahmen einer deterministischen Weltsicht keinen anderen Platz
fiir ihn finden. Ahnlich verhilt es sich mit der Willensfreiheit. Hier bleibt
Raum fiir Zweifel.

In der populérwissenschaftlichen Literatur erfreut sich der Zufall wachsen-
der Beliebtheit. Dies zieht eine Flut von Biichern teils popularwissenschaftli-
cher, teils (semi-) philosophischer oder (semi-) psychologischer oder soziolo-
gischer Ausrichtung nach sich. Neuere Erscheinungen sind etwa|W. KRAMER
(2002)), M. HAamPE| (2006), K. MAINZER (2007) oder N.N. TALEB| (2008)).
Man bilde sich selbst eine Meinung iiber die jeweiligen Botschaften.

Das vielleicht wichtigste Thema, namlich die Statistik, wurde in diesem
Aufsatz ausgespart. In der Praxis stellt sich heraus, dafl die Natur ein ziem-
lich hinterlistiger Gegner des Statistikers ist. Moglicherweise hat Gott auch
einfach Spafl daran, uns hereinzulegen.

Abschlielend sei bemerkt, dafl dieser Aufsatz der Versuch der Diskussion
eines Falles mathemathischer Modellierung ist. Mit dieser wird in der Praxis
viel Schindluder getrieben. Zumindestens die Entscheidung, ob ein Modell
mit den Daten kompatibel ist, sollte moglich sein.



26

Literaturverzeichnis

Literaturverzeichnis

1]
2]

[5]

[6]

[10]

[11]

[12]

[13]

Louis Bachelier. Théorie de la spéculation. Gauthier-Villars, Paris, 1900.

Jakob Bernoulli. Ars conjectandi (Wahrscheinlichkeitsrechnung), I., 11.,
III. und IV. Theil (1713), Band 107 von Ostwalds Klassiker der exak-
ten Wissenschaften. Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am Main, 2002.
Nachdruck der Ausgabe 1713.

Girolamo Cardano. Liber de Ludo Alea. Piper Verlag, 1663.

Antoine Augustin Cournot. Fzposition de la théorie des chances et des
probabilités. Hachette, Paris, 1843.

Antoine Augustin Cournot. Exposition de la théorie des chances et des
probabilités. In OFuvre completes. Vrin, Paris, 1973-1984. 10 Bénde.

R.H. Daw and E.S.. Pearson. Abraham De Moivre’s 1733 derivation of
the normal curve: A bibliographical note. Biometrika, 59(3):677-680,
1972.

B. De Finetti. La prévision: ses lois logiques, ses sources subjectives.
Ann. Inst. Poincaré, 7:1-68, 1937.

P. Eichelsbacher. Eine Diskussion der Faustregel von Laplace. Stochastik
in der Schule, 22-27, 2001.

A. Einstein. Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wirme
gefordete Bewegung von in ruhenden Fliissigkeiten suspendierten Teil-
chen. Annalen der Physik, 17:549-560, 1905.

W. Feller. The foundations of statistics, Volume 1. John Wiley & Sons,
New York, 1968.

P. GanBler and W. Stute. Wahrscheinlichkeitstheorie. Hochschultext.
Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 1977.

B.W. Gnedenko. Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Akademie-
Verlag, Berlin, 5. Auflage, 1968.

M. Hampe. Die Macht des Zufalls. wijs verlag, Wolf Jobst Siedler jr.,
Berlin, erste Auflage, 2006. ISBN 3-937989-23-4.

F.R. Hampel, E.M. Ronchetti, P.J. Rousseeuw, and W.A. Stahel. Ro-
bust Statistics. Wiley Series in Probability and Mathematical Statistics.
Wiley & Sons, New York, 1986.



Literaturverzeichnis 57

[15]

HC. Korper and N.A. Whitney-Desaults. Astragalus bones: Artefacts or
ecofacts? Pacific Coast Archeological Society Quarterly, 35(2-3):69-80,
1999. URL http://www.pcas.org/Vol35N23/3523Koerper. pdf.

W. Heisenberg. Quantentheorie und Philosopie. Reclam, Stuttgart,
2000.

P. Huber. Projection pursuit. Ann. Statist., 13:435-475, 1985.

P.J. Huber. Robust Statistics. Wiley Series in Probability and Mathe-
matical Statistics. John Wiley & Sons, New York etc., 1981.

B. Inhelder. Die Entwicklung der Grundbegriffe von Zufall und Wahr-
scheinlichkeit bei Kindern. In B. Inhelder und H.H. Chipman, Editoren,
Von der Kinderwelt zur Erkenntnis der Welt, 98-114. Akademische Ver-
lagsgesellschaft, Wiesbaden, 1978.

J.G. Kemeney. Fair bets and inductive probabilities. Journal of Sympb.
Logic, 20:263-273, 1955.

A. Kolmogoroft. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Re-
print der Erstaufl. Berlin 1933., Band 2 von Ergebnisse der Mathematik
und threr Grenzgebiete. Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York,
1933,1973.

W. Kramer. Denkste! Trugschliisse aus der Welt der Zahlen und des
Zufalls. Piper, Miinchen, Ziirich, zweite Auflage, 2002. ISBN 3-492-
22443-1.

M. Le Comte Laplace. Théorie analytique des probabilités. Nummer 57.
Courcier, Imprimeur-Libraire pour les Mathemathique, 1812.

K. Mainzer. Wie das Neue in die Welt kommt. Verlag C.H. Beck,
Miinchen, 2007. ISBN 978 3 406 55428 5.

B.B. Mandelbrot and R.L. Hudson. Fraktale und Finanzen, Mdrkte
zwischen Risiko, Rendite und Ruwin. Piper Verlag, Miinchen, 2005.

G. Marsaglia. Random numbers fall mainly in the planes. Proc. Nat.
Acad. Sci., 25-28, 1968.

G. Marsaglia. The structure of linear congruential sequences. In Zarem-
ba S.K., Editor, Applications of Number Theory to Numerical Analysis,
249-285. Academic Press, 1972.


http://www.pcas.org/Vol35N23/3523Koerper.pdf

o8

28]

[29]

[30]

[31]

Literaturverzeichnis

Abraham De Moivre. Approximiatio ad Summam Terminorum Binomii
in Seriem expansi. 1733.

S.K. Park and K.W. Miller. Random number generators: good ones are
hard to find. Comm. Assoc. Comput. Mach., 31:1192-1201, 1988.

J. Piaget and B. Inhelder. Die Psychologie des Kindes. Miinchen, 1978.
4. Auflage 1991.

Platon. Philebos. In W.F. Otto, E. Grassi, and G. Plambock, edi-
tors, Samtliche Werke, Band 5. Rowohlt Verlag, Hamburg, 1957-1959.
In der Ubersetzung von Friedrich Schleiermacher mit der Stephanus-
Numerierung.

Hans Richter. Zur Grundlegung der Wahrscheinlichkeitstheorie. I. Math.
Ann., 125:129-139, 1952.

Hans Richter. Zur Grundlegung der Wahrscheinlichkeitstheorie. II.
Math. Ann., 125:223-234, 1953a.

Hans Richter. Zur Grundlegung der Wahrscheinlichkeitstheorie. I1I: Die
Begriindung des Additions- und des Multiplikationssatzes. Math. Ann.,
125:335-343, 1953b.

Hans Richter. Zur Grundlegung der Wahrscheinlichkeitstheorie. IV:
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Math. Ann., 126:362-374, 1953c.

Hans Richter. Zur Grundlegung der Wahrscheinlichkeitstheorie. V: In-
direkte Wahrscheinlichkeitstheorie. Math. Ann., 128:305-339, 1954.

Hans Richter. Wahrscheinlichkeitstheorie. (Die Grundlehren der Ma-
thematischen Wissenschaften, Bd. 86.) Berlin-Gottingen-Heidelberg:
Springer-Verlag,1956.

Hans Richter. Eine einfache Axiomatik der subjektiven Wahrscheinlich-
keit. In Sympos. math. 9, Calcolo Probab., Teor. Turbolenza 1971, 59-77.
1972.

Hans Richter. Die historische und logische Verbindung zwischen Wettbe-
griff und Wahrscheinlichkeitsbegriff. 1. Bl., Dtsch. Ges. Versicherungs-
math., 11:311-318, 1974a.

Hans Richter. Die historische und logische Verbindung zwischen Wett-
begriff und Wahrscheinlichkeitsbegrift. 1I. Bl., Dtsch. Ges. Versiche-
rungsmath., 11:481-490, 1974b.



Literaturverzeichnis 59

[41]

[42]
[43]

[44]
[45]
[46]

[47]

48]

[49]

[50]
[51]

[52]

Hans Richter. Die historische und logische Verbindung zwischen Wett-
begrift und Wahrscheinlichkeitsbegriff. III. Bl., Dtsch. Ges. Versiche-
rungsmath., 12:3-14, 1975.

B.D. Ripley. Stochastic Simulation. Wiley Interscience, New York, 1987.

B.D. Ripley. Statistical Inference for Spatial Processes. Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge New York New Rochelle Melbourne Sidney,
1988.

LR Savage. Statistics: Uncertainty and behavior. Mass., Boston, 1968.
L.J Savage. The foundations of statistics. New York, 1954.

I. Schneider. Der Mathematiker Abraham de Moivre (1667-17549. Ar-
chive for history of exact sciences, 5:177-317, 1968.

I. Schneider. Die Riickfithrung des Allgemeinen auf den Sonderfall -
eine Neubetrachtung des Grenzwertsatzes fiir binomiale Verteilungen
von Abraham de Moivre. In Joseph W. DAUBEN et alii, Editoren,
History of Mathematics: States of the Art, Flores quadrivii, - Studies
in Honor of Christoph J. Scriba, 263-275. Academic Press San Diego,
1996.

C.P. Schnorr. Zufdlligkeit und Wahrscheinlichkeit. Eine algorithmische
Begriindung der Wahrscheinlichkeitstheorie. (Randomness and probabi-
lity. An algorithmic foundation of probability theory). Number 218 in
Lecture Notes in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New
York, 1971.

G. Shafer. From Cournot’s principle to market efficiency. Technical re-
port, The Game-Theoretic Probability and Finance Project, 2006. URL
http://www.probabilityandfinance. com.

N.N. Taleb. Der Schwarze Schwan. Hanser, 2008.

Karl Valentin. Orchesterprobe. In Karl Valentin & Liesl Karlstadt: Die
beliebtesten Kurzfilme. Film 101 Miinchen, 2009. DVD.

G. Winkler. Eine Anwendung des Zwischenwertsatzes auf das periodi-
sche Verhalten dynamischer Systeme: der Satz von Sarkovskii. DdM, 4:
304-320, 1986.

H. Ziezold. Die Faustregel np(1l — p) 2 9). Stochastik in der Schule,
22-27, 2001.


http://www.probabilityandfinance.com

	Einleitung
	Psychologie des Zufalls
	Zum Wahrscheinlichkeitsgefühl
	Zur Beherrschung des Zufalls

	Zur Geschichte
	Würfeln: Magie und Spiel im Altertum
	Religiöse Aspekte in nachchristlicher Zeit
	Beginn der rationalen Analyse 
	Diskussion des Beispieles von Chevalier de Méré

	Zum Wesen des Zufalls
	Es gibt keinen echten Zufall
	Es gibt (vielleicht) doch echten Zufall

	Deterministischer Zufall
	Dynamische Systeme
	Pseudozufallszahlen
	Eine Abweichung: der Satz von Sarkovskii

	Die Gaußverteilung und ihre Folgen
	Der Zentrale Grenzwertsatz
	Der zentrale Grenzwertsatz gilt manchmal
	Die ludische Verzerrung

	Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung
	Die Axiomatik von Kolmogoroff
	Die objektivistische Auffassung
	Die subjektivistische Auffassung
	Komplexität

	Der Zufall in der Kunst
	Der Zufall bei Karl Valentin
	Der Zufall im Film
	Der Zufall in der Literatur
	Der Zufall in Action

	Zum guten Schluß
	Literatur

