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Vorwort

Ich habe diese Vorlesung oder dhnliche viele Male gehalten, unter anderem an
den Universititen Kaiserslautern, Trier, Erlangen, Heidelberg und Liibeck,
sowie im Wintersemester 2003/04 an der Ludwig-Maximilians Universitét.
AuBlerdem hatte ich das Privileg, das Skript von Hans Kellerer zur Verfiigung
zu haben. Trotzdem war ich nie mit der verfiigharen Literatur ganz zufrie-
den, aber auch mit meinen eigenen Ausarbeitungen nicht recht gliicklich.
Ich glaube nun, einen vertretbaren Kompromifl zwischen einer elementaren
Darstellung und dem nahtlosen Anschlufl an weiterfithrende Vorlesungen, die
einerseits mafltheoretisch orientiert sein oder andererseits statistisch ausge-
richtet sein kénnen, gefunden zu haben.

Eine gewisse Erblast sind die Gedanken von Hans Richter, die sich mir
frith eingeprédgt haben. Er legte einerseits Wert auf die geschichtlichen Zu-
sammenhinge um die Wahrscheinlichkeitstheorie. Vor allem war ihm das
jeweilige Verstdndnis des Zufallsbegriffes und seine Wandlung in den letz-
ten vier Jahrhunderten ein wesentliches Anliegen. Angesichts des auch heute
noch mystisch vernebelten Verstandnisses, welches sich sowohl in der 6ffentli-
chen, wie auch in der verdffentlichten Meinung manifestiert, scheint mir dies
ein wichtiger Gesichtspunkt zu sein. Die Lektiire der Tageszeitungen im Hin-
blick auf statistische Untersuchungen und Studien zu relevanten politischen
Themen bietet dazu mannigfache Beispiele.

Ich habe versucht, dem vor allem in der Einleitung, aber auch durch
den gesamten Text hindurch, Rechnung zu tragen. Damit eng verwandt sind
die (axiomatischen) Grundlagen. Hans Richter unterschied streng zwischen
Wahrscheinlichkeitsrechnung und -theorie. Ersteres bezeichnet den mathe-
matischen Aspekt, wiahrend letzteres auf die Herleitung der Prinzipien aus
naturwissenschaftlich und naturphilosophisch bedingten Axiomen zielt. Ins-
besondere die subjektivistische Sicht, die im Gegensatz zum objektivistischen
Ansatz steht, sollte einflielen. Dies ist um so wichtiger im Hinblick auf die
groffe Anzahl von Studenten des Lehramtes, die als Multiplikatoren das Ge-
lernte weitertragen sollen.

Ich habe mich auf die wesentlichen Inhalte konzentriert und deshalb lange
auf den Grundlagen und deren Interpretation herumgeritten. Dadurch sind
einige Anwendungen, insbesondere aus der Theorie der stochastischen Pro-
zesse oder auch die Statistik insgesamt zu kurz gekommen. Das tut mir aber
nicht wirklich leid.

Denn angesichts der begrenzten Zeit, welche fiir eine einsemestrige Vorle-
sung zur Verfiigung steht, mufl man sich entscheiden. Man kann das Grundsétz-
liche betonen. Das bedeutet ein kompromifliloses Studium der mathemati-
schen Grundlagen, sowie die Diskussion der Beziehungen zur Realitdt im
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Sinne der Wissenschaftstheorie. Das kostet einige Zeit, vermittelt aber tiefe
Einsichten. Man konnte auch direkt in konkrete statistische Anwendungen
hineinspringen und Beispielfille durchexerzieren. Das miiite dann auf eine
Art Praktikum hinauslaufen, in dem existierende Statistikprogrammme auf
reale Daten angewendet werden wiirden. Dies ist genau nicht Ziel dieser Ab-
handlung. Man hétte dann nédmlich eine Black-Box vor sich, erzeugend ein
vages Gefiihl, wie es gehen kénnte, aber ohne die innere Sicherheit zu vermit-
teln, woriiber man eigentlich redet. Dann ist es allemal besser, man blickt in
den groben Ziigen durch.

An dieser Stelle ist allen zu danken, die dieses Manuskript ermoglicht
haben. Geschrieben habe ich es selber und bin deshalb fiir alle Fehler ver-
antwortlich zu machen. Meine Arbeit stiitzte sich auf eine Rohform, die Frau
Annemarie Helmer nach meinen handschriftlichen Notizen angefertigt hat.
Fiir die meisten [llustrationen (nicht die historischen Portraits) danken wir
Felix Friedrich. Dank gilt auch Emil Wiedemann, Simon Kuttruf und Peter
Riedlberger, die zahlreiche Fehler gefunden haben.

1. April 2006 Gerhard Winkler
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Kapitel 1

Wahrscheinlichkeitstheoretische
Axiomatik

Wir werden Wahrscheinlichkeit nicht explizit definieren, wie etwa Stetigkeit.
Vielmehr werden wir axiomatisch vorgehen. In der Geometrie z.B. wird nicht
gesagt, was Punkte und Geraden sind, sondern nur wie sie sich zueinander
verhalten. Man legt fest, dafi durch zwei verschiedene Punkte genau eine
Gerade geht, und dafl zwei (nicht parallele) Geraden genau einen (Schnitt-)
Punkt definieren['] Ein populireres Beispiel als die Geometrie ist das Schach-
spiel. Es ist definiert durch Objekte, d.h. das Brett und die Figuren, und
durch die Regeln, wie damit umzugehen ist. Die Interpretation von Namen
wie Konig, Dame, Bauer usw. ist fiir das Spiel ohne Bedeutung! In diesem
Sinne werden wir also nur die Spielregeln zum Umgang mit Wahrscheinlich-
keit festlegen.

Gegeben die Axiome, kann die Wahrscheinlichkeitstheorie als wertfreies
Spiel betrieben werden (ungeachtet der suggestiven Namensgebungen, wir
haben in der Einleitung bereits dariiber gesprochen). Das wertfreie Spiel mit
den Regeln oder Axiomen der Wahrscheinlichkeitstheorie heifit Maftheorie.
Es ermoglicht einen geschlossenen, rein mathematischen Aufbau. Die Axiome
sollen jedoch eine Motivation durch unser Wahrscheinlichkeitsgefiihl sowie
durch die praktische Anwendung etwa in der Statistik aushalten. Sonst wére

!Die fiinf Euklidischen Axiome der Geometrie sind:

1. Man kann eine gerade Strecke von einem Punkt zu einem anderen Punkt ziehen.

2. Man kann eine Strecke kontinuierlich zu einem Strahl verléngern.

3. Um jeden Punkt kann man einen Kreis beliebigen Radiuses schlagen.

4. Alle rechten Winkel sind einander gleich.

5. (Parallelenaxiom): Wenn eine Strecke zwei andere Strecken derart schneidet, daff die
beiden inneren Schnittwinkel auf der einen Seite zusammen kleiner als zwei rechte Winkel
sind, dann schneiden sich die beiden Strecken, wenn sie weit genug verldngert werden, auf
der Seite, auf der die Schnittwinkel zusammen kleiner als zwei rechte Winkel sind.
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die Theorie zu beliebig und nicht niitzlich.
Wir werden jetzt einige sehr einfache Beispiele betrachten und dann das
heute iibliche System von Axiomen aufstellen.

1.1 Intuitive Uberlegungen

Wir iiberlegen uns, welchen Bedingungen unsere Spielregeln geniigen sollen.
Dazu gehen wir von folgender Situation aus: Ein Experiment soll durch-
gefithrt werden. Bekannt seien:

die Ausgangssituation S,

die Durchfiihrungsregeln,

alle moglichen Ausgénge w, deren Gesamtheit mit €2 bezeichnet sei,

- Aussagen iiber die Eigenschaften dieser Ausgénge, fiir die wir uns in-
teressieren.

Wir illustrieren das an einem einfachen Beispiel.
(a) Deterministisches Experiment.

- S, Wir tragen 1000 Euro zur Bank.

Regeln: Wir legen sie fiir 1 Jahr festverzinslich zu 5 % an.

(Theoretisch) mogliche Ausgénge: Auszahlungen w nach 1 Jahr;
w e R+.

Ereignisse: z.B. w < 2000.

Hier haben wir es mit einem sicheren Ausgangf] zu tun: wir erhalten
1.050 Euro. Alle Ereignisse w > a oder w < b treten sicher ein falls
a < 1050 bzw. b > 1050; ist aber b < 1.050 bzw. a > 1.050 so treten

sie sicher nicht ein.

2wenn nichts dramatisches, wie eine Wirtschaftskrise passiert; bei meinen Urgrofeltern
ist genau das zwei mal geschehen, ndmlich bei der Weltwirtschaftskrise in den Jahren 1929
bis 1933 (gemeinhin wird mit dem Begriff Weltwirtschaftskrise dieser Konjunktureinbruch
bezeichnet, der die Weltwirtschaft in einem bis dahin nicht gekannten Ausmaf traf und zur
groBten wirtschaftlichen Katastrophe der Neuzeit wurde (Depression). Die Krise von 1929
bis 1933 betraf vor allem die USA und Deutschland) und bei der Wahrungsreform am 21.
Juni 1948 (Nach dem 2. Weltkrieg ersetzten die westlichen Alliierten in ihren Besatzungs-
zonen die Reichsmark durch die Deutsche Mark (DM). Jeder Westzonenbiirger wurde mit
40 Mark, im August mit weiteren 20 Mark ausgestattet, die Umwertung von Spareinlagen
und Guthaben erfolgte im Verhiltnis 100 Reichsmark zu 6,50 DM.) Also haben wir hier
natiirlich auch Unsicherheit, wenn auch mit kleinen Wahrscheinlichkeiten. Man vergleiche
dazu den Dialog von KARL VALENTIN, der das sehr anschaulich und amiisant beschreibt.
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(b) Zufallsexperiment:

- S,. Wir tragen 1000 Euro zur Bank.

Regeln: Wir legen sie genau fiir 1 Jahr in VW-Aktien an.

mogliche Ausgénge: Auszahlungen w nach 1 Jahr; w € R,.

Ereignisse: z.B. w < 2000.

Hier ist der Ausgang unsicher, je nach Entwicklung der Aktid’] Wir wissen
nur, dafl die Auszahlung nicht negativ ist. Jedes Ereignis a < w < b in R
konnte eintreten (und soll eine nichtnegative Wahrscheinlichkeitsbelegung
bekommen )}

Wir fordern, dafl wir im Prinzip feststellen kénnen, ob ein solches Ereig-
nis eintritt oder nichﬂ. Wir {ibersetzen Aussagen iiber den Ausgang eines
Experimentes, indem wir festlegen, fiir welche Beobachtungen die Aussage
stimmt. Also entspricht jede solche Aussage der Menge der Beobachtungen,
fiir die sie richtig ist, und somit einer Teilmenge von 2. Wir veranschaulichen
das in der folgenden Tabelle.

Symbol | Aussage Menge
A Gewinn mehr als 10 % E={weQ:w>1100 Euro}
B Gewinne weniger als 20 % | F' = {w € Q : w < 1200 Euro}.

Aussagen kann man verneinen, odern und unden, was wieder zu Aussagen
fithrt. = A bedeutet ‘nicht A, AA B bedeutet ‘A und B’ und AV B bedeutet
‘A oder B’. Dem entsprechen im Mengenbild die Komplementbildung F¢ =
O\F ={w € Q:w ¢ F}, die Vereinigung FUF und die Durchschnittsbildung
E N F. Wir halten uns also in der naiven Mengenlehre auf. Wir illustrieren
das durch folgende Tabelle.

3Man betrachte die Einschiitzung des ‘Neuen Marktes’ in der jiingsten Vergangenheit

4die Einschitzung der Agenten auf dem Finanzmarkt bestimmt den Aktienkurs. Es
handelt sich um eine ‘Wette’ auf die moéglichen Ereignisse

5in der Quantenmechanik kann man das nicht immer; wir fordern dieses Mafl an Klar-
heit. Offen gesprochen, weifl ich im Alltag auch nicht immer, was richtig und was falsch
ist. Geht es Thnen auch so?
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Symbol | Aussage Menge

-A Gewinn hochstens 10 % E¢ ={w < 1.100}

-B Gewinn mindestens 20 % F¢={w > 1200}

ANB | Gewinn zwischen 10 % und 20 % ENF={1.100 < w < 1200}
AV B | Gewinn iiber 10 % oder unter 20 % | EUF =R,

Insbesondere haben wir also folgende Mengen:

Menge ‘ Bezeichnung ‘ Symbol
‘es passiert nichts’, unmogliches Ereignis E=10
‘irgendetwas passiert’, sicheres Ereignis E=Q

Zusammenfassung: Wir werden solche Mengen ‘Ereignisse nennen’. Ein sol-
ches Ereignis tritt ein, wenn das Experiment ein Ergebnis liefert, welches
Element des Ereignisses ist, ansonsten tritt es nicht ein und somit tritt das
Komplement des Ereignisses ein. Wir miissen ein System von Ereignissen
- vertreten durch Mengen von Ergebnissen oder moéglichen Ausgéngen von
Experimenten - betrachten, welches zumindest 2, (), und mit £ und F auch
das Komplement E° den Durchschnitt £ N F und die Vereinigung £ U F
enthalt.

Den Ereignissen E sollen nun reelle Zahlen P(E) zugeordnet werden, die
ihre ‘Wahrscheinlichkeit’ quantifizieren. Es wurde ausfiihrlich diskutiert, was
man konkret darunter verstehen konnte; im Augenblick wollen wir die Inter-
pretation jedoch offen lassen. Praktisch sind folgende Konventionen:

P(E) >0, P(Q)=1.

Natiirlich sollte das Ereignis ‘ich werde Geld gewinnen’; also (1000, 00) als
wahrscheinlicher eingestuft werden, als das Ereignis [1100, 1150]. Einleuch-
tend ist also:

E C F Ereignisse = P(F)<P(F): ‘E nicht wahrscheinlicher als F".

In der klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung - die hier betrieben wird -
verschérft man das zu der Forderung, dal die Wahrscheinlichkeit sich aus-
schliefender Ereignisse die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten ist{’}

E, F Ereignisse mit ENF =0 = PEUF)=PE)+P(F).

Zum Abschluf} sind einige Bemerkungen zu den Grundsétzen angebracht.

SWir gewthnen uns langsam an die Konvention, dafl die Wahrscheinlichkeitstheoretiker
gerne das ‘w € Q' weglassen.
"In Teilen der Physik gilt das definitiv nicht immer.
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Bemerkung 1.1 Wir sprachen von einer Ausgangssituation S, und mogli-
chen Folgesituationen, die wir jeweils mit w bezeichnet haben. Ferner spra-
chen wir von Ereignissen. Diese haben natiirlich nur einen Sinn, wenn wir
nach dem Experiment sagen kénnen, ob sie eingetreten sind oder nicht. Da-
zu miissen wir natiirlich auch von den w entscheiden kénnen, ob sie zu einem
Ereignis gehoren oder nicht. Sehen wir uns einige Aussagen an:

(a) Es ist wahrscheinlicher, mit diesem Wiirfel eine ungerade Zahl zu wer-
fen, als eine Sechs.

(b) Es ist ungeheuer wahrscheinlich, ja praktisch sicher, daf§ diese Briicke
keinen Konstruktionsfehler aufweist.

(c) es ist unwahrscheinlich, dafl der Student X Sorge vor der Priifung hat.
(d) Ist es wahrscheinlich, dafl César in Grofbritannien war?

(e) Esist praktisch sicher, daf bei unendlich oft wiederholtem Werfen einer
Miinze die Haufigkeit fiir ‘Kopf’ einem Grenzwert zustrebt.

Als mogliche Ergebnisse stellt man sich in (a) die sechs Zahlen auf dem
Wiirfel vor, das Ereignis {3} z.B. wird aber nicht betrachtet. (b) wére &hnlich,
wenn klar wire, was ‘Konstruktionsfehler’ bedeutet. Hier und im Fall (c) ist
nicht klar, ob die Moglichkeiten je als richtig oder falsch erkannt werden
kénnen. Auch in (¢) miifiten wir genau sagen, woran wir erkennen wollen, ob
X Sorgen hat. Wir brauchen verifizierbare Ereignisse. Somit scheidet auch
(d) aus. Entweder stellen wir uns auf den Standpunkt, dal das Ereignis in
der Vergangenheit stattgefunden hat. Dann war César da oder nicht, was wir
allerdings nicht wissen. Oder wir denken an etwaige zukiinftige Funde, die
dies entscheiden lassen. Wir wissen aber nicht, ob es diese je geben wird.

Ereignisse vom Typ (e) werden wir durchaus betrachten. Allerdings ist ei-
ne unendliche Serie von Wiirfen nicht herstellbar, und somit ist es unméglich,
zu verifizieren, ob die vermutete Konvergenz eintritt oder nicht. Wir kénnen
uns natiirlich ein idealisiertes Experiment vorstellen. Es ist jedoch sicher-
zustellen, daf3 die Einbeziehung solcher idealisierter Experimente nicht zu
Widerspriichen fiihrt.

Eine Diskussion dieser Problematik findet man in 7, Kapitel II. Diesem
Buch ist der Text dieser Bemerkung teils wortlich entnommen.

1.2 Wahrscheinlichkeitsriaume

Aufbauend auf den Voriiberlegungen, bauen wir nun schrittweise das allge-
meine Modell auf. Wir werden am Anfang sehr detailliert argumentieren.
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1.2.1 1. Schritt: Festlegung des Ereignisraumes

Man legt fiir ein Zufallsexperiment zunéchst fest, welche Ausgdnge oder Er-
gebnisse moglich sind, bzw. welche wir in betracht ziehen wollen. Dies be-
stimmt eine Menge Q2 der (moglicherweise) beobachtbaren Ergebnisse, dem
Grundraum oder Ereignisraumf} @ = () beschreibt den Fall, daB des Experi-
ment gar nicht erst durchgefiihrt wird. Es gibt viele verschiede Worter dafiir,
z.B. heifit w € ) ein Ergebnis, ein Elementarereignis, oder - in der Biometrie
- eine (Merkmals-)Ausprigung. Letzten Endes ist ein w lediglich ein Ele-
ment einer gewissen Menge, ndmlich (2. Die Wahl von €2 hidngt von unserem
Vorwissen ab. Fiir einen Wurf mit einem Wiirfel wéire etwa Q = {1, ... ,6}
sinnvoll; wissen wir weniger, ist vielleicht 2 = R, zu wéhlen.

1.2.2 2. Schritt: Der Raum der Ereignisse

Wir haben bereits argumentiert, da} die zu betrachtende Gesamtheit von
Aussagen gegeniiber —, V, A geschlossen sein muf. In die Sprache der Mengen
iibersetzt ergeben sich folgende Axiome:

Definition 1.1 Sei Q eine Menge. Fin Mengen-System F C B(2) ﬂ heifst
(Mengen-) Algebra (iber Q) , falls

(i) Qe F,
(it) Wenn F € F, so auch F° € F,
(i1i)) Wenn E, F € F, so auch EUF € F.

Das sind natiirlich die Minimalforderungen. Aber aus ihnen folgt alles notige.

Bemerkung 1.2 Eine Mengenalgebra F ist gegen alle endlichen boolschen
Operationen abgeschlossen. In der Tat fehlt von den Grundoperationen nur
noch die Durchschnittsbildung. Wegen der de Morganschen Regeln gilt dafl

E,.Fe F, = ENF=(E°UF)eF.

Ferner gilt

D =0\Qc F.
Die relative Komplementbildung ist ebenfalls mit der Struktur vertréglich:
E,.FeF, = FE\FelF. (1.1)

Das gilt natiirlich, weil E\F = E N F° ist.

8in der Biometrie heiflen die w oft Merkmal und Q Merkmalsraum
9B(Q)) bezeichnet die Potenzmenge von (2.
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Beispiel 1.1 Die extremen Beispiele sind:
(i) die Potenzmenge P(Q2) aller Teilmengen von 2 ;
(i) die triviale Algebra {0,Q}.

Wir konnten natiirlich €2 und F beliebig kompliziert wéhlen, indem wir
z.B. als Elementarereignisse alle moglichen Zusténde des Kosmos wihlen. Es
ist aber weise und praktisch, sparsam zu sein und sich auf die Ereignisse zu
beschréanken, die unbedingt benotigt werden.

Beispiel 1.2 (a) Bei einmaligem Wiirfeln kann man setzen:
Q= {1,2,3,4,5,6)

Als Ereignis-Algebra konnen wir in diesem einfachen Fall natiirlich die Po-
tenzmenge

F = PB({1,2,3,4,5,6})
= {{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {1,2}, {1,3}... . {1,6}, ... ,{5,6},
{1,2,3}, ... {4,5,6}, {1,2,3,4}, ... ,{3,4,5,6},
{1,2,3,4,5}, {2,3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6}}

mit 26 = 64 Elementen nehmen. Das ist ziemlich kompliziert. Wenn wir
allerdings nur das Ereignis

G ={w € Q:wgerade} = {2,4,6}

zur Grundlage einer Wette machen wollen, interessieren wir uns fiir eine
moglichst kleine Algebra, welche G enthélt. Diese ist offensichtlich

F={00,G,G} = {Q,0,{2,4,6}, {1,3,5}}

und somit wesentlich iibersichtlicher.
(b) Ein etwas exotischeres Beispiel ist das folgende: Sei 2 # (). Dann ist das
Mengensystem

F={ACQ: A oder A ist endlich}

eine Mengenalgebra.

Wir beobachten auch zufillige Prozesse iiber sehr lange, also idealerweise
unendlich lange, Zeitraume. Haufig fithrt man z.B. Serien von Experimenten
durch. Wir erfahren etwa im n-ten Experiment, daf3 der ‘wahre’ Wert einer
Messung in A,, = (a — %, b+ %] liegt. Da die Lénge der Serie variabel ist, ist
es sinnvoll auch Mengen wie
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A= ﬁ A,
n=1

(hier [a,b]) als Ereignis zuzulassen. Wir formulieren auch Aussagen wie ‘Bei
beliebig oft wiederholtem Miinzwurf fallt ‘Kopf’(=1) immer wieder’. Ist Ay
das Ereignis, daBl Kopf im k-ten Wurf fallt, so ist das

Fiir alle £ > 0 gibt es ein n > k, so da} A,, eintritt.

In Mengenschreibweise iibersetzt ergibt das

U4

k>0 n>k

also den mengentheoretischen Limes superior der A,,. Ein anderes Beispiel
ware:

Ab irgend einem k tritt A,, stets ein;

(ein Mitglied verldfit eine Population fiir immer, etwa eine Studie weil es
an Krebs stirbt, aus einer Stadt wegzieht usw.). Das entsprechende Ereignis
wére dann in Mengenschreibweise

SIRE™

k>0n>k

Dies fangen wir mit folgender Erweiterung von Definition auf:

Definition 1.2 Ist F eine Mengen-Algebra tiber einer Menge 2 mit
(iii?) Wenn Ay, Ag,... € F  soauch |J A, € F,

n=1
so heifst F o-Algebra. Ein solches Paar (2, F) heifit mefBbarer Raum.
Jedes A € F ist eine (beziiglich F) mefSbare Menge.

Beispiel 1.3 Die Mengenalgebren aus Beispiel sind auch o-Algebren.
Allgemeiner sind alle Mengenalgebren mit nur endlich vielen Elementen auch
o-Algebren, weil es einfach keine unendlich vielen Ereignisse gibt, die zu
vereinigen waren.

Als Pendant zu Beispiel (b) notieren wir: das Mengensystem

F={ACQ:A oder A° ist abzidhlbar}

eine Mengen-o-Algebra.
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Wir halten (trivialer-, aber vollstdndigkeitshalber) fest:
Satz 1.1 Jede (Mengen-) o-Algebra ist auch eine (Mengen)-Algebra.

Beweis Scien A;,..., A, € F und Ay = 0 fir k¥ > n. Dann ist | J_, A; =
U2, A; € F nach (44 ) und somit gilt (7). O

Hétten wir nur endliche F, so brauchten wir uns nicht mit dieser Definition
herumschlagen. Wir werden aber bald konkrete Beispiele anschauen, fiir die
wir sie brauchen.

Es ist praktisch, sich einige zusétzliche Regeln zu besorgen.

Bemerkung 1.3 Eine Algebra F ist eine o-Algebra genau dann, wenn gilt:

(iii””) Wenn Ay, Ay, ... € F, so auch (2, A; € F.

Beweis Seien Aj, As, ... € F. Dann gilt nach (1) fiir die Komplemente A§ €
F. Wegen (111° ) gilt | J;2, AS € F und wieder wegen (74) auch (=, AS)° € F.
Wegen der de Morganschen Regeln gilt (2, A; = (U2, A5)° und somit ist
Nz, A; € F wie behauptet. O

Damit ist eine o-Algebra abgeschlossen gegen alle abzéhlbaren booleschen
Operationen. Die allgemeine Einfithrung schlieen wir mit einer Bemerkung
zur interpretation ab.

Bemerkung 1.4 Man kann eine o-Algebra als Beschreibung seines Wissens-
standes deuten. Die o-Algebra besteht namlich aus Ereignissen. Von diesen
fordern wir sinnvollerweise, dal wir nach Durchfithrung des Zufallsexperi-
mentes entscheiden konnen, ob sie eingetreten sind oder nicht. Kénnen wir
das fiir viele Ereignisse, ist die o-Algebra also grof}, wissen wir mehr als wenn
wir das nur fiir wenige Ereignisse konnen, die eine kleinere o-Algebra bilden.
Ein triviales Beispiel ist vielleicht hilfreich, fiir das Verstédndnis: Bei zwei-
maligem Miinzwurf sind die Ergebnisse (0,0), (0,1), (1,0) und (1,1) moglich.
Erfahren wir nur den Ausgang des ersten Wurfes, so kénnen wir nur von
den Ereignissen {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}, {0} x{0,1} und {1} x {0, 1} ent-
scheiden, ob sie eingetreten sind oder nicht (die leere Menge tritt als Ereignis
sowieso nicht ein). Zusammen mit der leeren Menge ist das eine Algebra F.
Kennen wir dagegen die Ausgénge beider Wiirfe, so konnen wir das fiir alle
Elemente der Potenz von {0, 1}? tun, welche erheblich gréfier als F ist.

Die bisherigen Beispiele waren alle diskret. Da kdme man notfalls mit
der Potenzmenge aus, auch wenn Beispiel zeigt, dafl diese nicht immer
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geeignet ist. Andererseits mochte man z.B. reellwertige Messungen model-
lieren, oder die zeitlichen Verldufe von Prozessen. Im ersten Fall brauchen
wir o-Algebren auf R, im zweiten Fall sogar auf Funktionenrdumen wie dem
Raum C(R?) der stetigen Funktionen auf R?, vgl. Beispiel [1.4{ unten. Aus in-
nermathematischen Griinden ist die Potenzmenge nicht hilfreich; in der Tat
tragt sie nur wenige brauchbare Wahrscheinlichkeiteﬂ. Das ist der Fluch
des Uberabzihlbaren. Also miissen wir bescheidener sein.

Wir miissen uns o-Algebren beschaffen die kleiner als die Potenzmenge
sind, aber immer noch so grof}, daf} sie die interessierenden Ereignisse ent-
halten. Das soll heiflen: Wir iiberlegen uns, welche Ereignisse wir mindestens
brauchen. Diese miissen in der o-Algebra enthalten sein. Aus Sparsamkeit
soll sie moglichst klein sein. Der folgende Satz liefert sogar eine kleinste o-
Algebra, welche diesen Anforderungen geniigt.

Satz 1.2 Sei (Fu)aca €ine Famz’lie{ﬂ von o-Algebren iiber Q. Dann ist auch
F =\pea Fa eine o-Algebra.

Beweis Das ist ein Standardargument, dem wir laufend begegnen werden.

Sind z.B. Ay, Ay,... € F, so auch A, Ay,... € F, fiir alle a € A, wegen
(iii7) also ;= A; € F, fiir alle o € A, und aufgrund der Definition von F
auch [ J°, A; € F. Den Rest priift man fast wortlich genau so nach. O

Damit sind wir am Ziel.

Definition 1.3 Sei G C B(R2). Dann heifit die o-Algebra
F=0(G) = ﬂ{}"’ CPB(Q) : F' ist o-Algebra iber Q, G C F'}

die kleinste o-Algebra, welche G enthdlt oder die von G erzeugte
o-Algebra.

Kleinere Erzeuger erzeugen natiirlich kleinere o-Algebren.

Bemerkung 1.5 o(G) ist eine o-Algebra gemif Satz[1.2] Es ist ferner klar,
daB aus G’ C G die Beziehung o(G’) C o(G) folgt.

Wir wenden uns nun dem kontinuierlichen Fall zu. Wir brauchen nun verniinf-
tige o-Algebren auf R (und sogar auf R9).

0Das ist der Satz von Ulam; wir glauben das vorliufig.

HEine Familie ist einfach eine Zusammenfassung von durch die Elemente einer Menge
indizierter Objekte. Beispiele sind Folgen (x;);en. Wenn wir uns erinnern, dafl eine Folge
nichts anderes als eine Abbildung der Indexmenge N in eine Menge ist, konnen wir eine
Familie als Abbildung irgendeiner Indexmenge A in eine Menge definieren. Im konkreten
Fall ist dies die Menge der o-Algebren.
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Beispiel 1.4 Wir geben einige Beispiele in kontinuierlichen Rdumen.

(a) Wir messen, natiirlich fehlerbehaftet, die Abweichung einer Kompafina-
del. Also ist © = [0,27). Wir wollen natiirlich davon reden, da der Winkel
in ein Intervall [a,b] C [0, 27) fallt. Also mufl die o- Algebra F alle Intervalle
enthalten.

(b) Fiir ein Dartspiel setzen wir Q = {z € R? : ||z|| < r}. Wir kénnten daran
interessiert sein, ob wir eine Kombination F' gewisser Felder treffen.

(c) Die (idealisierte, mathematische) Brownsche Bewegung in Raumdimen-
sion drei beschreibt die Bewegung eines Molekiiles, welches in einem Gas
laufend dem Bombardement anderer Molekiile ausgesetzt ist. Jede Raum-
komponente macht eine eindimensionale Brownsche Bewegung durch. Wir
interessieren uns fiir die moglichen Pfade. Weil das Molekiil nicht springt, ist
also der Raum der Pfade Q2 = C(R, ). Mogliche Ereignisse wéren etwa durch
Aufenthaltsbereiche zu verschiedenen Zeiten definiert.

Man kann sich das anhand eines (idealisierten) Riesentorlaufes veranschauli-
chen. Die Diretissima zwischen Start und Ziel sei [s, z|. Dann fahrt jeder Star-
ter entlang des Graphen einer Funktion aus C([s, z]). Ein Ereignisse wéren
‘er durchfihrt alle Tore’, ‘er 148t genau das 3. Tor aus’ usw.

Geht es um Messungen, so sollten jedenfalls reelle Intervalle bzw. Quader als
Ereignisse zugelassen sein. Wir gehen etwas eleganter vor.

Definition 1.4 Die vom Mengensystem G der offenen Teilmengen des R?
erzeugte o-Algebra B¢ = B(R?) heifit Borel-o-Algebra des R". Jedes B €
B heift (d-dimensionale) Borelmenge oder borelmefbare Menge.

Bemerkung 1.6 Wir konnen offene Mengen durch abgeschlossene ersetzen,
da ja mit jedem Ereignis auch sein Komplement in der o-Algebra liegt.

Der folgende Satz zeigt, dafl man mit wesentlich weniger Mengen auskommt,
um die Borel-Mengen zu erzeugen. Wir beschrinken uns zunéchst auf eine
Dimension; in héherer Dimension geht es analog.

Satz 1.3 FEs gilt: B' = B(R) = o({(—00,y] : y € R}).

Beweis von Satz Sei F = o({(—00,y] : y € R}). Wir zeigen erst, dafl
B C Fist. Sei G eine offene Menge. Jedes o € G besitzt ein offenes Intervall
U(z) C G als Umgebung, d.h. G = |J,. U(x). Man kann sich auf rationale
x beschranken, d.h.

G = U U(x):U{(a,b) : (a,b) CG,a,bEQ}.

reG, zeQ
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Deshalb gilt:

B'=0(G) = o{(a,b) :a, b € R}.
und es geniigt zu zeigen, daf} alle offenen Intervalle in F liegen.
Wir haben fiir a, b € R, dafl halboffene Intervalle in F liegen, weil

(a,b] = (—00,b]\(—00,a] € F,

nach (1.1). Die offenen Intervalle liegen dann in F, weil

(a,b) = | J(a,b— 1/k] € F.

keN

Damit sind wir mit B! C F fertig. Umgekehrt beobachten wir, da8

(—OO,y] = ﬂ(-OO,y+ 1/”) S Blv

n>0

und somit auch F C B! nach Bemerkung [L.5] O

Man kann die Borel-o-Algebra auf mannigfache Weise erzeugen.

Bemerkung 1.7 In Satz kann man sich auf alle y in einer dichten Teil-
menge D der reellen Achse R, z.B. die Menge QQ der rationalen Zahlen, ein-
schrinken. In der tat gilt fiir y € R, daB (—o0,y] = cp, ,5,(—20;¢]. Die
Borel-o-Algebra B! wird aufierdem durch alle Arten von Intervallen erzeugt.
Aus dem obigen Beweis folgt das fiir das System der links offenen, rechts
abgeschlossenen Intervalle, sowie fiir das der offenen Intervalle. Fiir die rest-
lichen Intervalltypen folgt die Aussage ebenfalls leicht.

Wir merken noch an: Es gilt fiir jedes n > 0, dal B" S B(R"). Insbeson-
dere gibt es nicht-borelsche Mengen von reellen Zahlen. Zum Beweis benotigt
man das Auswahlaxiom. Er wird in der Mafitheorie gefiihrt.

1.2.3 3. Schritt: Wahrscheinlichkeiten

Der Grundraum €2 und die o-Algebra F der Ereignisse seien abhingig vom
Zufallsexperiment und unseren Zielen gewéhlt. Jedem Ereignis A € F soll
eine MaBzahl P(A) - ndmlich seine Wahrscheinlichkeit - zugeordnet werden.
Nach den Voriiberlegungen sind folgende Axiome sinnvoll, wobei wir etwas
allgemeiner beginnen.

Definition 1.5 Sei F eine o-Algebra iber dem Ergebnisraum ). Eine Funk-
tion P: F — RU{oco} heifst Maf3 auf F, falls
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(i) P() =0,
(i1) (Positivitdt) P(A) > 0 fir alle A € F,

(i17) (0-Additivitdit) falls Ay, As, ... € F paarweise disjunkt sind, so gilt

P(JA) =D P4y,

P heifit normaiertes oder Wahrscheinlichkeitsmayfs, falls zusdtzlich gilt:
(iv) P(Q) = 1.

Der Begriff des allgemeinen Mafles wurde eingefiihrt, weil das Lebesguemaf

A% auf RY mit erfafit werden sollte. Fiir Intervalle [a,b] in R ist das einfach

deren Liinge, fiir Quader im R? deren Rauminhalt. Deswegen ist A4(R%) = oo.
Um genau zu sein, merken wir an

Bemerkung 1.8 (a) Fiir Mafle mit P(Q2) < oo kann man Bedingung (i)
weglassen, da sie aus den anderen folgt. In der Tat gilt

oo>IP’((Z)):IP(®U@U---):§:IP(®).

Wiire P(()) > 0, so wire die rechte Summe unendlich.
(b) o-Additivitat impliziert natiirlich endliche Additivitdt. Um sehr pedan-
tisch zu sein, argumentieren wir: Sind Aq, As,..., A, € F und paarweise

disjunkt, so gilt
P(JA) =D P(A).
i=1 i=1

Nun ergénzen wir die endliche Folge zu einer unendlichen und betrachten
Ay, Ay, AL 0,0, ... Dann verwenden wir (a).

Man kann natiirlich viele Rechenregeln herleiten. Einige davon stellen wir
zusammen.

Proposition 1.1 Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gelten:

(i) Sind Ay, ..., A, € F paarweise disjunkt, so ist

P(QAO - iP(Ai).
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(i1) Fir alle A,B € F gilt (AU B) +P(AN B) =P(A) + P(B),
(i1i) Fir alle Ay, ..., A, € F gilt

"(Ua)- ¥ come(na)

0AIC{1,...,n} i€l

Die Beweise seien dem Leser tiberlassen. Teil (7) kann leicht auf die o-Additivitét
zuriickgefiihrt werden, ist aber nicht direkt in dieser enthalten.

Jetzt haben wir alle drei Komponenten zusammen und kénnen die grund-
legende Definition aufschreiben.

Definition 1.6 Ein Tripel (2, F,P) bestehend aus einer Menge €Y, einer o-

Algebra F auf Q und einem WahrscheinlichkeitsmafS P auf F heifit Wahr-
scheinlichkeitsraum.

Bemerkung 1.9 Fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) gilt stets {2 #
0, da sonst P(Q) = 0 wiire.

Die leere Menge () ist nicht unbedingt das einzige Ereignis mit Wahrschein-
lichkeit 0.

Beispiel 1.5 Nicht jedes Ereignis A mit P(A) = 0 ist (); genauso wie nicht
jede Menge A mit P(A) = 1 der gesamte Grundraum € ist. Man betrachte
etwa

QO = {1,2,3}, F={0,0Q,{1},{2,3}}.
P@®) = 0, P(Q) =1, P({2,3}) =1, P({1}) = 0.

Dies definiert ein Wahrscheinlichkeitsma$.
Im Kontinuierlichen gilt z.B A({z}) = 0 fiir jedes z € R, da das Intervall
{z} = [z, z] die Lénge null hat. Somit gilt auch A\(Q) = 0.

Die Vorlesung besteht zum grofien Teil aus Beispielen zu dieser Definition.
Wir sollten aber gleich jetzt eine Vorstellung bekommen.

Beispiel 1.6 (Diskrete Wahrscheinlichkeiten) (a) Man denke an ‘Miin-
zen’ oder ‘Wiirfel” aller Art. Sei Q endlich und F = (). Jedem w € € sei
eine Wahrscheinlichkeitsbelegung p(w) zugeordnet. Das ist nur in Uberein-
stimmung mit den Axiomen, wenn

> plw)=1.

weN
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Abbildung 1.1: Dirac-Impuls als Limes von Gauf3-Verteilungen. Die Fléchen
unter den gauflischen Glockenkurven sind jeweils 1.

Dann definiert

P(A) =) pw), AcF (1.2)

w€EA

ein Wahrscheinlichkeitsmafi. Die Familie {p(w) : w € 2} nennt man auch
Zdhldichte.

Extreme Beispiele sind die Gleichverteilung mit p(w) = 1/|Q| fiir jedes w € €,
und das Punkt- oder Dirac-Maff mit p(w) = 1 fiir ein @ € 2, und somit
p(w) = 0 fiir alle w € Q mit w # @.

(b) Ist € abzdhlbar, so gilt fast wortlich das gleiche. Allerdings existiert auf
abzéhlbarem (2 keine Gleichverteilung.

(c) Sei nun 2 kontinuierlich, z.B. = R" mit der o-Algebra F = B" der
Borelmengen. Sei w € R™ ein ausgezeichnetes Element. Dann definiert

1 falls weA
ea(d) = { 0 sonst
ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, das Dirac-Maf$ oder Punktmaf$ in @. Insbeson-
dere ist also e5({w}) = 1. Es sagt aus, dafl das Ergebnis eines Experimentes
mit Sicherheit @ ist, wie etwa im Beispiel der festverzinslichen Wertpapiere,
dort hatten wir ey g50.
Durch Dirac-Mafle sind deterministische Experimente in die Wahrschein-
lichkeitstheorie eingebettet. Sie tauchen auch als Dirac-Distribution in der
Fourier-Analyse auf, ebenso bei Differential-Gleichungen, etwa der Warme-
leitungsgleichung. Sie treibt auch in der Physik - aus der sie kommt - ihr
Wesen. Oft tritt sie als Limes von Gaufiverteilungen auf, siche Abb.

(d) Wir verallgemeinern: Sei {w; };er C B", I abzdhlbar. Wir nehmen wieder
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die Borelmengen F = B" (FuBnotd™?). Seien

und

Dann ist P ein ‘diskretes Wahrscheinlichkeitsmafs’ auf R™.

Bemerkung 1.10 Zu den Dirac-Maflen pafit, daf3 einpunktige Teilmengen
des R™ borelsch sind. Sie sind abzéhlbare Durchschnitte offener Kugeln.

(Trifft ein Fallschirmspringer das Planquadrat mit Mittelpunkt w;?).

Wir notieren zwei wichtige Aussagen. Die erste deckt den Fall ab, daf} in
Definition (iii) die Folgenglieder nicht paarweise disjunkt sind.

Lemma 1.1 (Subadditivitit von Wahrscheinlichkeitsmaflen)
Seien (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, As, As, ... eine Folge
von Ereignissen. Dann gilt:

IP’(GAZ») giP(A)

Beweis Wir definieren induktiv eine Folge Bj, Bs,... von paarweise un-
vereinbaren Ereignissen, indem wir zunédchst B; = A; setzen und, wenn
By, ..., B, konstruiert sind, B,+1 = A,41 \ U;, B; definieren. Offensicht-
lich sind alle B; Ereignisse, und es gilt fir ¢ # j auch B; N B; = 0, so da8
(B;) tatséchlich eine Folge unvereinbarer Ereignisse ist. Die Folge hat zwei
weitere wichtige Figenschaften:

B; C A; fiir alle 4, und UA UB

Die erste Eigenschaft ist klar und liefert auch die Inklusion D fiir die zweite
Eigenschaft. Ist aber w € [J;2, A;, so gibt es ein j mit w € A; und w ¢

f;f A;. Dies bedeutet aber dank der ersten Eigenschaft, dafl w € B;, woraus
auch die Inklusion C folgt. Wir verwenden nun diese Eigenschaften und die
o-Additivitat, um zu schliefen

IP’(GAZ-) _P(Gsz - iP(BZ-) < iIP’(A

12Wir wiederholen das gebetsmiihlenhaft aus pidagogischen Griinden.
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was zu beweisen war. O

Die zweite Aussage betrifft eine Stetigkeitseigenschaft’ von Wahrschein-
lichkeitsmaflen.

Satz 1.4 (Stetigkeitssatz) Seien (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
Ay, Ay, ... Ereignisse in F. Dann gelten und sind dqivalent:

(a) (0-Stetigkeit von unten) Ist Ay C Ay C As... eine wachsende
Folge, so gilt

1—00

IP’(OAZ) — lim P(A4;).

(b) (c-Stetigkeit von oben) Ist Ay D Ay D As... eine fallende Folge,
so gilt

g 1—00
=1

Beweis Wir zeigen zunichst, da (a) gilt. Dazu setzen wir Ag = () und
By = A\Ak_1, 1 > 1. Die By, sind paarweise disjunkt mit

k=1 i=1 k=1

Wegen der o-Additivitét ist

P(A4) =) Bi, P(JA)=) B
k=1 =1 k=1

Da die endlichen Summen links gerade die Partialsummen der unendlichen
Reihe rechts sind, konvergieren sie gegen diese, also auch die P(A;) gegen
P(U;2, Ai), was zu zeigen war.

Die Aquivalenz von (a) und (b) ist einfach: Die Folge (4;);>1 fillt genau
dann, wenn (A$);>; wichst. Gilt (a), so

P(A9) 2 47
i=1

und also . .
P(4) = 1-P(a5) N (J45) =N A
=1 =1

Die Bedingung (a) folgt aus (b) analog. O
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Bemerkung 1.11 Unter den Bedingungen P(()) = 0, P > 0 und der end-
lichen Additivitdt sind (a¢) und (b) beide dquivalent zur o-Additivitdt. Der
Beweis beruht auf denselben Argumenten wie der von Satz

Schliellich beno6tigen wir noch eine Eindeutigkeitsaussage.

Definition 1.7 FEin Mengensystem £ C B(QQ) heifft durchschnittstabil,
wenn es gegen endliche Durchschnittsbildung abgeschlossen ist.

Wir schreiben oft N-stabil. Der Eindeutigkeitssatz lautet:

Satz 1.5 Sei Q) eine Menge, £ C B(Q) ein durchschnittstabiles Mengensy-
stem und F = o(E) die davon erzeugte o-Algebra. Dann gilt fiir Wahrschein-
lichkeitsmafe P und P' auf F, dafs:

P =P genau dann, wennP|E =P'|E.

Beweis Der Beweis wird in der Mafitheorie gefiihrt. 0]

Durchschnittstabilitdt ist wesentlich, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 1.7 Seien Q2 = {1,2,3,4} und & = {{1,2},{2,3}}. £ ist nicht N-
stabil, erzeugt aber die Potenzmenge: d.h. F = o(€) = PB(Q2). Wir definieren
zwei verschiedene Wahrscheinlichkeitsmafle auf F, die auf £ iibereinstimmen,

namlich
P L + L P = + = + = + !
= &1+ z¢€ =—€1+ -2+ &3+ —¢&4.
2 1 9 3 4 1 4 2 4 3 4 4

Mit Satz erhalten wir eine wichtige Charakterisierung der borelschen
Wabhrscheinlichkeitsmafe.

Definition 1.8 Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf BY. Dann heifit
F:R—[0,1], y — F(y) = P((—00,y])

Verteilungsfunktion von P.

Verteilungsfunktionen bestimmen Wahrscheinlichkeitsmafle vollsténdig.

Satz 1.6 Verteilungsfunktionen F' bestimmen Wahrscheinlichkeitsmajfle P auf
B eindeutig, und umgekehrt. Die Beziehung ist gegeben durch

P((—o0,y]) = F(y), fir jedes y € R.
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Beweis P bestimmt natiirlich F', da alle Intervalle (—oo,y| Borelsch sind.
Andererseits ist das Mengensystem

E ={(~o0,y] 1y € R}

abgeschlossen gegen Durchschnitte und es gilt B' = ¢(&). Nach Satz
bestimmen die Werte P((—o0,y]) das Wahrscheinlichkeitsmafl P eindeutig,
und somit tut das auch F'. U

Verteilungsfunktionen sind wesentlich einfachere Objekte als Wahrscheinlich-
keitsmafle (weil es sehr viel weniger reelle Zahlen als Borelmengen gibt). Sie
sind somit einfacher zu handhaben und fiir statistische Anwendungen geeig-
neter. Insbesondere kann man sie - nach Diskretisierung, - tabellieren, was
fiir Wahrscheinlichkeitsmafle im allgemeinen nicht moglich ist. In jedem Sta-
tistikbuch findet man im Anhang Tabellen von Verteilungsfunktionen.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einigen Beispielen.

Beispiel 1.8 Aufdem MefSraum (R, B') haben wir bisher nur diskrete Wahr-
scheinlichkeiten betrachtet.
Fiir ein Diracmaf €, gilt natiirlich

falls T
em<<—oo,y1>={ Ok e

1 falls z<y

Die Verteilungsfunktion ist also eine Heavisidefunktion mit Sprung in z.

1 1 -—
[ as
._
Q2
.—
aq
x T To T3

Abbildung 1.2: Heavidefunktion, Treppenfunktion, als Verteilungsfunktionen
diskreter Wahrscheinlichkeitsmafle auf R.

Betrachten wir allgemeiner ein beliebiges diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf
. Es a8t sich so darstellen: Sei

rp<zry<a3< -0 €R
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eine aufsteigende Folge von Zahlen und oy = p(z1),as = p(xs), ... eine
Zahldichte. Das zugehorige Maf3 hat die Form

00
on = E QEq, -
=1

Die Verteilungsfunktion ist dann die entsprechende konvexe Kombination
von Heavisidefunktionen:

F(y) = Z O‘il(—oo,zi} (y)7
i=1

also eine rechtsstetige Treppenfunktion mit Spriingen der Héhe «; nach oben
in den Punkten x;. Die Funktionen sind in Abb. symbolisch dargestellt.



Kapitel 2

Klassische Beispiele

In diesem Kapitel lernen wir einige Beispiele kennen, mit denen man al-
lerdings schon seinen Spafl haben kann. Zunéchst schauen wir uns einige
primitive diskrete Modelle an und gehen anschlieend zu kontinuierlichen
iiber.

2.1 Endliche Raume

Wir fangen mit endlichen Mengen an, insbesondere dem klassischen Modell.

2.1.1 Laplace-Experimente

Die heutige Wahrscheinlichkeitsrechnung hat ihren Ursprung im Gliicksspiel.
Im 17. Jahrhundert waren Wiirfelspiele populér.

Beispiel 2.1 Einmaliges Werfen eines ‘idealen Wiirfels{| wird man gemsf

(1.2) so modellieren:
1

!Die Wahrscheinlichkeitsbelegung beim idealen Wiirfel wird man letztlich durch Sym-
metrieiiberlegungen rechtfertigen. Aus physikalischen Griinden sollten seine Eigenschaften
invariant gegeniiber gewissen Drehungen sein. In der Realitdt gibt es vermutlich nur we-
nige ideale Wiirfel. Z.B.sind oft die Punkte vertieft, so daf§ die Seite mit der 6 leichter ist,
als die Seite mit der 1.

21
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Genauso modelliert man eine ‘faire’ Miinze mit Q = {0,1}, p; = 1/ Q.E]

Wir verallgemeinern und definieren:

Definition 2.1 Sei 0 < || < oo versehen mit der o-Algebra F = B(0).
Das durch
P(A) = |Al/19], AeF, (2.1)

definierte Wahrscheinlichkeitsmafs heifit Gleich- oder Laplace- Verteilung.
(Q, F,P) heifst Laplace-Raum; er ‘beschreibt ein Laplace- Experiment’.

Die Beziehung ({2.1)) spricht man héufig so aus:

e . _ Angzahl der giinstigen Fille
Wahrscheinlichkeit von A = Anzahl der moglichen Falle

Trotz der scheinbaren Einfachheit kann man schon bei Laplace-Experimenten
ganz schon ins Schwitzen kommen. Das folgende Beispiel wirft etwas Licht
auf unser Experiment aus der ersten Vorlesung.

Beispiel 2.2 (Run-Lingen bei wiederholtem fairem Miinzwurf) Als
Modell fiir den n-fach wiederholten fairen Miinzwurf nehmen wir

Q={0,1}"={(w1, ..., wn) 1 w; =0 oder w; =1},
F—P(Q), P} =2

Wir untersuchen das Ereignis ‘1 féllt nie 2 mal hintereinander’. Das entspricht
dem Ereignis

A, ={weQ:wenn w; =1 dann w;;; =0, 2<i+1<n}.

Wir wissen, da§ P(A4,) = |A4,|/2". Also miissen wir |A4,| bestimmen. Wir
kiirzen ab durch a, := |A,| und stellen fiir die ersten beiden Glieder der
Folge fest, dafl a; = 2 und ay = 3.

Wir versuchen es mit vollstdndiger Induktion. Betrachten wir n+1 Wiirfe. In
den ersten n Wiirfen hatten wir keinen 2er ‘run’ von Einsen auf a,, Weisen.
Fiir den n + 1-ten Versuch gilt:

2Es war in der Zeitung zu lesen, daf einige Euros unfair sind. Beim belgischen Euro ist
offenbar die Seite mit dem Portrait des Konigs zu schwer. Fiir deutsche Miinzen weif3 ich es
nicht. Jedenfalls hatte das Einflufl auf die Seitenwahl bei Fu3ballspielen; die Schiedsrichter
nehmen keine Euros mehr.
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— Falls (n + 1)-ter Wurf 0 ist, so a, Moglichkeiten
— Falls (n + 1)-ter Wurf 1 ist, so notwendig n-ter Wurf gleich 0,
das geht auf a,_; Weisen.

Das allgemeine Bildungsgesetz lautet also:
ay =2, aa=3, ap1 =a, +a,1 fir n>2.

Dies ist die Folge der F ibonacci—Zahlenﬁﬁ Man zeigt, weif, oder schaut nach,

3 Liber abaci, published in 1202 after Fibonacci’s return to Italy, was dedicated to Sco-
TUS. The book was based on the arithmetic and algebra that Fibonacci had accumulated
during his travels. The book, which went on to be widely copied and imitated, introduced
the Hindu-Arabic place-valued decimal system and the use of Arabic numerals into Euro-
pe. Indeed, although mainly a book about the use of Arab numerals, which became known
as algorism, simultaneous linear equations are also studied in this work. Certainly many
of the problems that Fibonacci considers in Liber abaci were similar to those appearing
in Arab sources.

The second section of Liber abaci contains a large collection of problems aimed at
merchants. They relate to the price of goods, how to calculate profit on transactions, how
to convert between the various currencies in use in Mediterranean countries, and problems
which had originated in China.

A problem in the third section of Liber abaci led to the introduction of the Fibonacci
numbers and the Fibonacci sequence for which Fibonacci is best remembered today:

A certain man put a pair of rabbits in a place surrounded on all sides by a wall. How
many pairs of rabbits can be produced from that pair in a year if it is supposed that every
month each pair begets a new pair which from the second month on becomes productive?

The resulting sequence is 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ... (Fibonacci omitted the
first term in Liber abaci). This sequence, in which each number is the sum of the two
preceding numbers, has proved extremely fruitful and appears in many different areas
of mathematics and science. The Fibonacci Quarterly is a modern journal devoted to
studying mathematics related to this sequence.

Many other problems are given in this third section, including these types, and many
many more:

- A spider climbs so many feet up a wall each day and slips back a fixed number each
night, how many days does it take him to climb the wall.

- A hound whose speed increases arithmetically chases a hare whose speed also in-
creases arithmetically, how far do they travel before the hound catches the hare.

- Calculate the amount of money two people have after a certain amount changes
hands and the proportional increase and decrease are given.

4Eine amiisante Einfithrung der ‘Bonatschi-Zahlen’ hat Hans Magnus Enzensberger in
? geschrieben, siehe die Seiten 108-121, 139-140 und 194. Im Bestseller ‘Sakrileg’ spielen
sie eine wichtige Rolle als Pafiwort fiir den Zugang zu geheimem Wissen , siehe ?
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daff’

Es folgt:

P(An) =

By 15
AT

Das bedeutet: ‘Bei hdufigem Werfen fillt sehr wahrscheinlich 2 mal hinter-
einander dasselbe Bild’. Ahnliche Gedankengiinge stecken hinter dem Spiel
in der Einleitung. Das Beispiel zeigt auch die wichtige Rolle der Analysis fiir
die Stochastik.

n+2
) > — 0, n — oo.

Ein unverzichtbares Beispiel ist das folgende.

5Aus der rekursiven Definition der a,, folgt fiir die Potenzreihe

f(t) = Z a,t",
n=0

daB t+tf(t) +t2f(t) = f(t) und daraus f(t) = t/(1 —t —t?), wo die Reihe konvergent ist.
Damit ist der Konvergenzradius gleich 2 (v/5 — 1) und es gilt (2.2)).
Die Zahl (1 ++/5)/2 gibt iibrigens den goldenen Schnitt der alten Griechen an.
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Beispiel 2.3 (Ziehen mit Zuriicklegen) Wir formulieren drei Zufallsex-
perimente, die auf dasselbe wahrscheinlichkeitstheoretische Modell hinaus-
laufen. Daraus lernen wir eine Menge iiber die Modellierung zufélliger Expe-
rimente.

(a) Ubungsgruppen (vor vielen Jahren) mogen aus n = 25 Studierenden
bestehen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben keine zwei Studierende
am selben Tag Geburtstag, wenn das Jahr N = 365 Tage hat?

(b) n = 25 Kugeln werden rein zuféllig auf N = 365 Schachteln verteilt.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt in jeder Schachtel hochstens eine
Kugel?

(¢) In einer Urneﬂ liegen N = 365 numerierte Kugeln. Man greift n = 25
mal zufillig eine heraus, legt sie jeweils wieder zuriick und mischt gut.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat man lauter verschiedene Kugeln
gezogen?

Losung der Aufgabe Fiir alle drei Experimente ist derselbe Wahrschein-
lichkeitsraum geeignet, ndmlich Q = {1,...,365}", F = P(Q), P sei die
Gleichverteilung auf €.

Abbildung 2.1: Inz <z — 1

SFiir mich hat dieser Begriff immer etwas makabres.



26 Kapitel 2. Klassische Beispiele

Wir stellen das Modell nicht weiter in Frage und schreiben auf:
A={w=(w1,...,wp) € Q:w; #w,fallsi # j}.

Es ergibt sich aus der Definition der Laplace-Verteilung, dafl

Al N(N—-1)---- - (N—n+1) 1 n—1
P(A) = — = —1(1= =) - (1= _
W=15 - e R
Wir wollen P(A) bestimmen. Dafiir benutzen wir

Inx <x—1, oder In(l-2x)< —x,

bei der Gleichheit genau fiir z = 0 gilt. Das ist in Abb. veranschaulicht.
Damit gilt:

—_

n—

k

P(A) = exp(InP(A)) = exp ( n (1 - N))

H
T

— k n(n—1)>‘

1
< exp(— —):exp<——
1N N 2

i

Ist k klein gegen N, so liegen die Zahlen 1 — k/N nahe bei 0 und ihre Loga-
rithmen sind ungefahr gleich —k/N; dann ist sogar
1 -1
P(A) ~ exp(—ﬁ%), falls k < N.
Beispiel 2.4 Bei der Ubungsgruppe konnte sein, dafl n = 25. Das Jahr hat
nun mal meistens N = 365 Tage. Damit gilt
25-12 300
P(A) ~ i ——— )~ e 82 x 0.44.
(A) = exp(——z—) = exp(—g) =e 0

Die Wahrscheinlichkeit, dafl mindestens zwei Personen am selben Tag Ge-
burtstag haben, ist also ungefahr 0.56, was man wohl eher unterschétzt hétte.

2.1.2 Bernoulli-Verteilungen

Wir fithren ein Zufallsexperiment mit den moglichen Ausgéngen 0 und 1 n
mal durch. 1 verbuchen wir als Erfolg. Es sei die Wahrscheinlichkeit von 1
gleich p (und die fiir 0 = 1 — p); p nennt man die Erfolgswahrscheinlichkeit.
Die Experimente seien ‘unabhéngig’ voneinander durchgefiihrt (den Begriff
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der Unabhéngigkeit werden wir spéter prézisieren; intuitiv wird er aber gleich
klar werden). Gesucht ist ein geeigneter Wahrscheinlichkeitsraum.

Verniinftig und einsichtig ist zunéchst die Wahl 2 = {0, 1}", B(Q) = F; es
bleibt die Frage nach dem Wahrscheinlichkeitsmafl P. Die Idee sei an einem
Beispiel erldutert.

Beispiel 2.5 Eine Urne enthalte w weifle und s schwarze Kugeln gleicher
Art, gut gemischt. Man ziehe n mal, wobei jeweils die gezogene Kugel zuriick-
gelegt und anschliefend gut gemischt wird.

Weif3 (oder 1) entspreche ‘Erfolg’, schwarz (oder 0) entspreche ‘Miflerfolg’.
Fiir n-maliges Ziehen mit Zuriicklegen hatten wir:

Q=1{1,...,N}", wobei N = s + w, F = P(Q), P{0}) = 1/N".
Esist {1,..., N} = My U M;, wobei M, die Menge der | M| = s schwarzen,

und M; die Menge der |M;| = w weiBen Kugeln, bezeichne.

Man wéhle nun eine konkrete Abfolge w = (wy, ... ,wy,) € © (ohne ™) von
Erfolgen, bzw. Miflerfolgen. Das Ergebnis w tritt genau dann ein, wenn im
" -Experiment das folgende Ereignis eintritt:

A, =M, X xM,,.

Wir setzen:
oy Al Myl M,
]P) w = P Aw = — = n
() = Bl ="z -
= E D i wi S n—y ", w;
(N) ! (N) 1 .

Nun ist aber p = w/N die Wahrscheinlichkeit, in einem Zug eine weifle
Kugel zu bekommen, d.h. Erfolg zu haben; entsprechend steht 1 — & =
fiir Milerfolg.

Abstraktion fiihrt zu folgender Definition:
Definition 2.2 Seienn>1,0<p <1, Q={0,1}" und F =P(Q).

Das Wahrscheinlichkeitsmaf$ P = 3, ,, gegeben durch
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67%10({(")}) = /Bn,p({(wb s ,Wn)}) = pz?:lwi(l — p)n—Z?:l wi

heifst Bernoulli- Verteilung fiir n (unabhingige) Versuche mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p.

2.1.3 Belegungen

Als drittes Beispiel diskutieren wir die scheinbar sehr einfachen Belegungs-
probleme.

Problem: Es sollen r Kugeln auf n Zellen verteilt werden. Die ‘unterscheid-
baren Konfigurationen seien gleichwahrscheinlich’. Man berechne die Wahr-
scheinlichkeiten fiir die moglichen Belegungen.

Wir bezeichnen zunéchst die Belegungszahlen der Zellen mit ry, ... 7.
Dann gilt natiirlich, daf§ r; --- + r, = r. Wir beweisen:

Satz 2.1 Die Wahrscheinlichkeit fir die Belegung (rq, ... ,ry) ist

7! .,
— n. 2.3
7’1!7"2! Tn'n ( )

Hinter den meisten der folgenden Argumenten steht die Beobachtung, dafl
man aus einer Menge mit r Elementen Teilmengen mit m Elementen auf (;)
Arten auswéhlen kann.

Beweisvon Satz Wir wéhlen fiir jede Zelle Nummer ¢ der insgesamt n
Zellen eine Anzahl r; von Kugeln aus den r Kugeln aus. Fangen wir von
vorne an: Aus r Kugeln kann man fiir die erste Zelle r; Stiick auf (:1) Arten
auswéahlen. Es verbleiben r — r; Kugeln, aus denen man fiir die zweite Zelle
ro Elemente auf (T;”) Arten auswéhlen kann. Schreiten wir so fort, so ergibt
sich also fiir die gesuchte Zahl von Belegungen

(r)<r—r1)(r—r1—r2) (7’—7’1—~~—7’n2>
:
! T2 T3 T'n—1

denn der Rest liegt nach Belegung der n — 1-ten Zelle fest. Schreibt man die
Binomialkoeffizienten als Briiche der bekannten Form
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so kiirzt sich jeweils ein Faktor im Nenner mit dem Zahler des néichsten
Bruches und es bleibt

r! 7!

rilrol e = — o =y =) el gl

Damit haben wir die Zahl der ‘giinstigen Félle’ berechnet. Da sich jede Kugel
ihre Zelle auf n Moglichkeiten aussuchen kann, gibt es n” ‘mogliche Fille’. Da
wir die Gleichverteilung iiber den moglichen Féllen voraussetzen, gilt nach

Definition [2.1] da8 (2.3) die gewiinschte Verteilung ist. O

Wir haben argumentiert: Die ‘erste Kugel’ hat n Moglichkeiten, die Zelle
zu wahlen, ebenso die anderen. Dadurch kamen wir zu einem Grundraum
der Méchtigkeit n”. Wir haben also unausgesprochen unterstellt, dafl es eine
‘erste’, ‘zweite’ usw. Kugel gibt, d.h. dafl wir insbesondere die Kugeln un-
terscheiden konnen. Wir gehen jetzt zu dem scheinbar skurrilen Fall nicht
unterscheidbarer Kugeln iiber.

Satz 2.2 Die Wahrscheinlichkeit fiir die Belegung (ri, ... ,r,) bei nicht
unterscheitdbaren Kugeln ist

(””_1>_1:<”+T_1)_1. (2.4)
r n—1
Beweis Der Beweis wird sofort an folgendem Beispiel klar:

Wir haben n + 1 Zellgrenzen, von denen aber die beiden dufleren fest sind;
also bleiben n — 1 Grenzen. Dazu haben wir » Kugeln, das macht n +r — 1
Plétze, aus denen wir nur noch entweder r Stiick fiir die Kugeln oder n — 1
fiir die Grenzen auswéhlen miissen. Damit ist die Formel bewiesen, weil wir
alle unterscheidbaren Moéglichkeiten als gleichwahrscheinlich betrachten. [

Nun pafit hochstens eine Kugel in eine Zelle.

Satz 2.3 FEs seien in jeder Zelle hiochstens eine Kugel erlaubt. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir die Belegung (11, ... ,ry,) bei nicht unterscheidbaren Kugeln

1st dann .
n
2.
(") (25)
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Beweis Wir miissen nur die r Zellen unter den n Stiick wéhlen, welche eine
Kugel enthalten sollen. Damit ist der Satz klar. 0

Natiirlich wiirde man zunéchst kaum glauben, dafl die beiden letzten Fille
sinnvoll sind. Leider zeigt die Physik

- Photonen, Kerne und Atome mit gerader Nukleonenzahl verhalten sich
nach der Bose-FEinstein Statistik (2.4). Solche Elementarteilchen wer-
den Bosonen genannt.

- Elektronen, Neutronen und Protonen verhalten sich nach der Fermi-
Dirac Statistik (2.5)). Solche Elementarteilchen werden Fermionen ge-
nannt.

Das Wort Statistik miifite in unserer Diktion eigentlich durch das Wort Ver-
teilung ersetzt werden. Die Bezeichnung hat historische Griinde. Im Nachhin-
ein klingt die von D’ALEMBERT und CHEVALIER DE MERE vorgenommene
Identifizierung z.B. der Ergebnisse (6,4,1) und (16,4) zu {1,4,6} (vgl. die
Einleitung) gar nicht mehr so dumm!

2.1.4 Simulation der Gleichverteilung

Viele Programmiersprachen stellen Prozeduren zur Erzeugung von (Pseudo)-
Zufallszahlen bereit, die typischerweise “rnd”, “random” oder “uniform” hei-
Ben (in Mathematica z.B. hat man heute praktisch alle Verteilungen, die man
so braucht, Aufruf einer Gleichverteilung geht mit Random[]). Zugrunde liegt
die Simulation einer ‘Gleichverteilung’ auf dem Einheitsintervall. Ein Aufruf
simuliert dabei ein Laplace-Experiment auf einem sehr feinen Gitter

R:{o,l,,_.,c_l}c[o,l].

C C

232

¢ sollte mindestens in der Gréfenordnung liegen (ST Pascal-Plus lieferte

2.B. 24 Bit).

Beispielhafte Fragestellung: Wie kénnen wir ein diskretes Zufallsexperi-
ment mit endlich vielen Ergebnissen simulieren?

Sei (£2,B(2),P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, || < co. Dann kénnen wir so
vorgehen:
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(1) Zéhle Q = {wy,...,w,} und setze p(i) = P({w;}).

(2) Partitioniere [0, 1) in Intervalle I; der Lange p(i)

Iy l4

o) | p2) p3) | p@)

(3) Rufe uniform auf, mit dem Output u. Nimm w; als Ergebnis, falls

Fiir grofes n ist das Verfahren zeitaufwendig, da u einsortiert werden mu#f.
Man braucht also gute Sortieralgorithmen.

Pseudozufallszahlen sind nicht zufillig, sondern gehorchen einem Bildungs-
gesetz der abstrakten Gestalt

Sei Up die ‘Saat’, Ujp1 = f(uz),

mit einer geeigneten Abbildung f. Die Kunst ist es, f so zu wéhlen, dafl
moglichst viele statistische Tests auf die Folge hereinfallen. Wir werden spéter
begriinden, daf3

f(u) = (a-u+b)MODc

sinnvoll ist. Dies fithrt zu der Folge
Ujr1 = (CL - U; + b) MOD c.

Die Graphen der entsprechenden Funktionen sind in Abb. dargestellt.

Abbildung 2.2: Graphen der Abbildungen f, f®, f©®
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2.2 Beispiele im Euklidischen Raum

Wir betrachten Beispiele von geometrischen Wahrscheinlichkeiten. Die Grundrdume
bei sind einfache geometrische Fliachen im R", wie Kreisscheiben, Segmente,
Streifen usw. Also haben wir Teilmengen Q € B". Fist B"NQ = {BNQ:

B € B"} = B(Q). Ein natiirliches MaB8 auf B" ist das MaB, welches jeder
verniinftigen Fliache ihr Flachenmafl zuordnet. Dies ist das Lebesquemafl \™.
Dafiir gilt:

A" (Quader mit Seitenldngenly, ..., l,) = H l;.

Analog ordnet A" jeder Borelmenge (wie Dreiecken, Streifen usw. im R?
Kugeln oder Quadern im R3, oder auch hherdimensionalen Gebilden) ihr
euklidisches Volumen zu.

Definition 2.3 (Gleichverteilung im Kontinuum) Sei Q2 € B", \"(Q)) <
oo. Die Gleichverteilung iiber Q ist die Wahrscheinlichkeit auf B(§2) mit

P(A) = A\"(A)/\"(Q), A € B(Q).

Die folgende Serie von Beispielen bringt uns dem Versténdnis stochastischer
Modellierung néher.

2.2.1 Das Bertrandsche Paradoxon

Vor der rigorosen Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitstheorie waren viele
Wissenschaftler der Uberzeugung, daf es unmoglich sei, im Fall iiberabzéhl-
bar vieler moglicher Ergebnisse eine ‘verniinftige’” Wahrscheinlichkeitstheo-
rie zu betreiben. Ein markanter Vertreter dieses Skeptizismus war JOSEPH
BERTRAND. Eines seiner Beispiele ist das nach ihm benannte Paradoxonﬂ
Er kleidete es in folgendes Problem:

"Paradoxon [griechisch] das, allgemein: scheinbar widersinnige, in sich widerspriichliche
und der allgemeinen Erfahrung zuwiderlaufende Aussage, die jedoch eine andere, hohere
oder spezifische Wahrheit spiegelt. (c) Bibliographisches Institut & F. A. Brockhaus AG,
2001; im Gegensatz zur Antinomie: Antinomie [zu griechisch némos »>Gesetz<]| die, allge-
mein: unvereinbarer Widerspruch. (¢) Bibliographisches Institut & F. A. Brockhaus AG,
2001).
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Problem: In einem Kreis werde auf gut Gliick eine Sehne gezogen. Wie
wahrscheinlich ist sie linger als eine Seite des einbeschriebenen gleichseitigen
Dreiecks?

Die geometrischen Objekte sind in Abb. dargestellt. Wir geben einige

Abbildung 2.3: Ein Kreis, eine Kreissehne und das dem Kreis einbeschriebene
gleichseitige Dreieck.

der géngigen Losungen an; es gibt noch sehr viele mehr. Zur Vereinfachung
nehmen wir an, dal der Kreisradius gleich 1 ist.

1. Ansatz FEine Kreissehne ist festgelegt durch ihre Normalenrichtung und
thren Abstand zum Kreismittelpunkt.

Die Situation ist Abb. veranschaulicht. Der Raum der Ergebnisse ist fiir
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Abbildung 2.4: Ansatz 1: Normalenrichtung und Abstand zum Kreismittel-
punkt

diese Interpretation der Aufgabe Q = [0,1) x [0,27)F} als o-Algebra bietet
sich 7 = B(2) arf] Rein zufillig heifit dann natiirlich, da8 wir die Gleich-
verteilung auf 2 wéhlen, d.h.

N4 N4
T (Q)  on

P(A) fir jedes Ereignis A € B(Q).

Wir interessieren uns fiir die Menge GG der giinstigen Ergebnisse. Da die Sehne
langer als die Seite ist, wenn ihr Abstand zum Mittelpunkt kleiner als 1/2

ist[] gilt
1
G = {(r, ) : Sehne lénger als Seite} = [0, 5) x [0, 2m).

Damit ist P(G) = 27/2 = 7 und daraus ergibt sich

2. Ansatz: Die Sehne ist durch ihre beiden Endpunkte festgelegt.
Wir benutzen die Winkel als Parameter, siche Abb. 2.5, und deshalb ist

Q={(p,¥) €0,27)* : o < ¥},

Der Vollsténdigkeit halber geben wir noch die o-Algebra F = B(£2) an. Rein
zufillig heiffit dann natiirlich wieder, dal wir die Gleichverteilung P auf 2

8Wir konnen streiten, ob wir die 1 zum Intervall [0, 1) hinzunehmen oder nicht; die ent-
sprechende Sehne wire dann ein Punkt. Fiir unsere Uberlegungen ist das aber gleichgiiltig,
da die Menge {1} x [0,27) die Fliche 0 hat

9siehe auch Ubungsblatt

OWarum?



2.2. Beispiele im Fuklidischen Raum 35

Abbildung 2.5: Ansatz 2: Zwei Punkte auf dem Kreis, Parametrisierung durch
die Winkel.

43

2131

: ; >0
2/3n 4/3n 2n

Abbildung 2.6: Ansatz 2: Zwei Punkte auf dem Kreis; die giinstigen Ereig-
nisse.

unterstellen. Q hat die Fliche 472 /2 = 27? (wir miissen des ‘<’ wegen durch
2 teilen), also ist die Gleichverteilung

p(4) = 22,

Aus Abb. ersicht man das giinstige Ereignis, namlich

A e B(Q).

G = {(p,1h) € Q: 120° < h—p < 240°) = {(ip,)) € Q §w<¢—@< %W}.

Aus Abb. liest man ab, da8
N(G) = %(27? - §7T>2 — %(27? - gﬂ')Z = 17T2 . <E - %> = 27T2.

Damit ergibt sich
2/37% 1
P(G) = =-.
(@) 272 3
Das ist natiirlich deutlich ungleich der Wahrscheinlichkeit 1/2 aus dem ersten
Ansatz.
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¥ —Q

Abbildung 2.7: Losung 3; Kreis und Kreis mit hal-
bem Radius

3. Ansatz: Die Sehne ist durch ihren Mittelpunkt festgelegt.

Hier ist natiirlich Q = {z € R? : ||z|| < 1, z # 0} die punktierte Kreisschei-
be. Rein zufillig heifit, daf§ ein Punkt gleichverteilt auf die Kreisscheibe
geworfen wird.

Das giinstige Ereignis G ist die Kreisscheibe mit halbem Radius, denn ihr
Rand ist der Inkreis des Dreiecks. Das liest man aus Abb. ab. Also gilt

D (<) R ) .

- Kreisfliche r2r 4

Damit haben wir eine dritte Losung gefunden, die sich deutlich von den zwei
vorhergehenden - mit den Wahrscheinlichkeiten 1/2 und 1/3 - unterscheidet.

Spaflhalber notieren wir noch eine elegante Losung.

4. Ansatz: Die Sehne ist durch einen Schnittpunkt mit dem Kreis und den
Winkel zur Tangente in diesem Punkt festgelegt.

Hier haben wir offensichtlich Q = [0, 27) x [0, 7), wobei [0, 27) die Moglichkei-
ten fiir den Schnittpunkt auf dem Kreis beinhaltet und [0, 7) die moglichen
Winkel zur Tangente darstellt. Die Menge der giinstigen Ergebnisse ist dann
G = [0,27) x [7/3,27/3). Dies liest man unschwer aus Abbildung ab.
Also ergibt sich hier

P(G) = 27 x w/3)/(27m x w) = 1/3.

Insgesamt stehen also die Losungen 1/2, 1/3 und 1/4 fiir die scheinbar selbe
Fragestellung zur Diskussion. Dies ist natiirlich zunéchst ein klarer Wider-
spruch. Aus heutiger Sicht ist die Auflésung des Bertrandschen Paradoxons
offensichtlich. Es wurden drei véllig verschiedene Zufallsexperimente betrach-
tet. Das Problem liegt in der sprachlichen Ungenauigkeit in der Beschreibung
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W Abbildung 2.8: Losung 4; Schnittpunkt mit Kreis

und Winkel zur Tangente

des oder der Zufallsexperimente. Die Phrase auf gut Gliick wurde nicht
sauber prézisiert. Sie umfafit ndmlich viele vollig verschiedene reale Zufalls-
experimente. Das wird sofort klar, wenn man die beispielhaften Modelle im
Sinne konkreter Experimente interpretiert:

(1) Bewege ein Lineal von tangentialer Position mit konstanter Geschwin-
digkeit in Richtung Kreismittelpunkt und stoppe irgendwo.

(2) Drehe ein Gliicksrad mit Markierung zweimal.

(3) Wirf einen Dartpfeil in die Kreisfliche und ziehe die Sehne durch den
Treffpunkt senkrecht zur Verbindungslinie zum Mittelpunkt.

Also entpuppt sich das schone Paradoxon als leere Hiilse, die nicht besser
ist, als die Frage: ‘Wie lange braucht man von Miinchen Hauptbahnhof bis
Pasing’, wenn nicht gesagt wird, ob man zu Fufl geht, mit dem Auto oder
der S-Bahn féhrt.

Das ist auch heute eine der schwierigsten Aufgaben, denen Statistiker und
Biometer - z.B. im Umgang mit Anwendern - oft gegeniiber stehen. Es ist oft
sehr mithsam, aus dem Anwender herauszubringen, was er eigentlich meint
oder will. Oft weif3 er definitiv auch nicht, was er wirklich tut.

2.2.2 Das Buffonsche Nadelexperiment

Dies ist ebenfalls ein klassisches Problem.
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Problemstellung: In der Ebene seien Parallelen im Abstand 2a gezogen.
FEine Nadel wird auf “gut Glick” auf die Ebene geworfen (Ldnge 21 < 2a).

Wie wahrscheinlich trifft sie eine Gerade?

Y

Abbildung 2.9: Buffonsches Nadelexperiment, giinstige versus mogliche
Fille.

Als Parameter wéihlen wir den Winkel ¢ zu den Parallelen und den Abstand x
des Mittelpunktes der Nadel zur ndchsten Geraden; nur sie kommt in Frage.
Also ist der Ergebnisraum

Q=10,a) x [0,).

Die Geometrie ist in Abb. 2.9 veranschaulicht. Die Nadel trifft die Gerade
offenbar genau dann, wenn x <[ - sin ¢. Also ist das giinstige Ereignis

G={(z,¢) 2z <[ -sinp}.
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Die Flache von € ist a - w. Die Fliache des giinstigen Ereignisses ist
N (G) = / Isinpdp = 1(cos0 — cosm) = 21.
0

Also ist die Wahrscheinlichkeit, eine Gerade mit der Nadel zu treffen

2-1

a-T

P(G) =

Die witzige Konsequenz ist, daf fiir [ = a/2 herauskommt, dafl die Wahr-
scheinlichkeit p = P(G) eine Gerade mit der Nadel zu treffen gleich 1/7 ist,
oder umgekehrt

m=1/p.
Sei m(n) die Zahl der Schnitte in n unabhéngig durchgefithrten Nadelwiirfeln.
Nach dem Gesetz der grofsen Zahlen, das wir in der Einfiihrung experimentell

nahegelegt haben, und spéiter beweisen werden, sollte die relative Haufigkeit
m(n)/n gegen p streben, d.h.

— p, n — 00, bezichungsweise —> T, n — Q.

m(n)

Damit hatten wir

(1) Eine Moglichkeit, die Wahrscheinlichkeitstheorie zu befordern, wenn
wir 7 schon wissen, und die Theorie stiitzen wollen,

(2) 7 zu bestimmen, wenn wir an die Wahrscheinlichkeitstheorie glauben.

BurroN warf iibrigens Stébe iiber seine Schulter auf einen gefliesten Boden
und zdhlte, wie oft parallele Fugen getroffen wurden.

Das haben viele Leute probiert. Wir notieren die Resultate bekannter
klassischer Experimente in Tabelle 2.1 Wir wissen, daf§ = ~ 3,141593.

Das Buffonsche Nadelexperiment ist ein frithes Beispiel fiir einen stochasti-
schen Algorithmus oder eine ‘Monte-Carlo Methode’, die heute die halbe
Stochastik beherrscht. Diese Algorithmen sind meist asymptotischer Natur,
d.h. das gewiinschte Ergebnis wird erst nach unendlich vielen Schritten er-
reicht. Durch geschicktes oder unabsichtliches Abbrechen nach endlich vielen
Schritten kann man alle méglichen Ergebnisse erzielen. Spielen wir Sherlock
Holmes und schauen uns die historischen Ergebnisse genauer an:
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Fox und LAZZERINI liegen sehr genau. Wieso hat LAZZARINI gerade 3408
Versuche? Wolf hat 5000! Letzteres kann man nachvollziehen, ersteres macht
stutzig. Haben sie manipuliert? Nehmen wir an: n < 5000. Vergleichen wir
die relativen Haufigkeiten fiir m und m + 1 Schnitte: Wir haben

Dann gilt fiir die Approximation mit m bzw. m + 1 Schnitten, dafl

a
2.1

n n  nm+l-m n >1
m m+1  mm+1l)  mm+1l) "o

- 1
2-n’

S|

Die Schranke 1/(2n) ist ungefihr 0,00015 falls n = 3408. Nur genau ein
Schnitt mehr oder weniger dndert das Ergebnis in mindestens der 4. Nach-
kommastelle. Das gibt zu denken.

Lehre: Anwendung der Statistik erfordert kriminalistischen Scharfsinn, Er-
fahrung und Fingerspitzengefiihl.

2.2.3 Simulation einer Gleichverteilung auf [0,1)?

Sei gegeben die Simulation eines Laplace-Experimentes wie in Abschnitt [2.1.4

auf
1 -1
{0,—,...,0 }c[0,1).
C C

Bei ¢ = 232 ist ¢ ~ 10'°, d.h. die “Schrittweite” ist 0,0000000001. Man
erhélt also jedes x € [0,1) bis auf einen kleinen Fehler. Deshalb darf man
einen solchen Algorithmus fiir viele praktische Zwecke als Simulation eines
Zufallsexperimentes auffassen, dessen Ausgang auf [0, 1) gleichverteilt ist (es

Experimentator Jahr Wiirfe 7 TR

WOLF 1850 5000  3,1596 3,141593
SMITH 1855 3204  3,1553 3,141593
Fox 1894 1120  3,1419 3,141593
LAZZARINI 1901 3408 3,1415929 3,141593

Tabelle 2.1: Klassische Experimente zur Bestimmung von 7 aus dem Buffon-
schen Nadelexperiment, aus 7, Seite 32
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ist egal, ob man das Einheitsintervall links oder rechts abschlief§t oder nicht,
da die Réander solcher Intervalle Lebesguemaf$l 0 haben).

Sei u ein solches Ergebnis. Dann ist (b — a)u + a in [a, b] gleichverteilt.

Zweimaliger Aufruf mit Ergebnis u, u” entspricht der Gleichverteilung auf
[0, 1]2. Die Transformation (u,u’) — ((b—a)u+a, (V' —a')u’ +a’) liefert dann
eine Gleichverteilung auf dem Rechteck [a,b] x [a/, V'] C R2.

Beispiel 2.6 Wir wollen 7© durch ein Monte-Carlo Experiment auf dem
Computer bestimmen. Fiir das Buffonsche Nadelexperiment miiiten wir aus
einer Gleichverteilung auf Q = [0, a] x [0, 7) Stichproben ziehen; dazu miifiten
wir m kennen, das wir aber bestimmen wollen. Also ist das BUFFONSCHE
Nadelexperiment hier nicht geeignet. Eine sogenannte Monte-Carlo- Approxi-

a
./

Abbildung 2.10: Man werfe wiederholt Punkte gleichverteilt nach [0, 1]* und
zéhle, wie oft sie nach A = {z € Ry x R, : ||z|| < 1} fallen.

mation von 7 konnte so aussehen: Wir betrachten das Einheitsquadrat €2 =
[0,1]? mit der Fliche 1 und simulieren viele ‘unabhiingige’ Stichproben aus
der Gleichverteilung P daraus. Als ‘giinstiges’ Ereignis betrachten wir das
Viertel der Einheitskreisscheibe im positiven Quadranten, also

mit der Fléche 7/4. Dann ist also auch
P(A) = 1/4, dh. =4 P(A).

Simulieren wir n mal und bezeichnen die Anzahl der Treffer im Viertelkreis
mit m(n). Wir glauben mal an das Gesetz der grolen Zahlen; dieses besagt,
daB m(n)/n — P(A), wenn n — oo, und also, daf fiir grofle n gilt, dafl
m(n)/n ~ P(A). Dann haben wir fiir grofie n, dafl

4m(n)

~ ,

n
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und somit eine Mo6glichkeit, 7 durch Simulation zu bestimmen.

Ein PASCAL-Programm (das sich in C ganz dhnlich lesen sollte) séhe z.B.
so aus:

FUNCTION U: REAL;
BEGIN U :=rnd END; {U Gleichverteilt in|0, 1]}
BEGIN{Programm}
m:=0;
FOR n:=1 TO nmax DO
BEGIN
ul . =U; u2:=U;
IF (SQR(ul) + SQR(u2)) <=1 THEN m := SUCC(m)
END;
WRITELN (‘Stichprobenumfang=’, nmaz);
WRITELN (‘Pi ist ungefaehr’, 4xm/nmax)
END;

Wir haben eine Simulation mit n = 100 Millionen durchgefiihrt (allerdings
in der Simulationssoftware ANTSINFIELDS von Felix Friedrichl Die Pfade
sind in Abb. dargestellt, jeweilige Bestwerte in Tabelle 2.2] Auffillig
sind die Exkursionen auch noch fiir sehr grofie n. Es wird zu priifen sein, ob
das eine innere Eigenschaft des ‘stochastischen Prozesses’ ist, oder an einem
schlechten Zufallszahlengenerator liegt.

HSie ist auf einer CD-ROM mit vielen Beispielen zu Simulation in der Bildanalyse zu
finden, siehe ?; diese CD ist der Monographie ? beigelegt. Im Internet liegt die Software
unter 7.
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Verbesserung bei 1 4.000000000000000
Verbesserung bei 5 3.200000000000000
Wert bei 10 2.800000000000000
Verbesserung bei 14 3.142857142857143
Wert bei 100 3.120000000000000
Verbesserung bei 121 3.140495867768595
Verbesserung bei 219 3.141552511415525
Verbesserung bei 671 3.141579731743666
Wert bei 1000  3.156000000000000
Wert bei 10.000  3.162400000000000
Verbesserung bei 49.277  3.141587353126205
Verbesserung bei 49.655 3.141597019434095
Verbesserung bei 49.678 3.141591851523813
Verbesserung bei 49.706 3.141592564277954
Wert bei 100.000  3.149560000000000
Wert bei 1.000.000  3.142264000000000

Verbesserung bei 1.031.403 3.141592568569221
Verbesserung bei 1.031.417 3.141592585733995
Verbesserung bei 1.033.691 3.141592603592370
Verbesserung bei 1.033.761 3.141592689219268
Verbesserung bei 1.042.307 3.141592640172233
Verbesserung bei 1.043.910 3.141592666034428
Verbesserung bei 1.046.389  3.141592658179702
Verbesserung bei 1.094.739  3.141592653591404
Verbesserung bei 1.095.191 3.141592653701500
Verbesserung bei 1.893.707  3.141592653985015
Verbesserung bei 9.735.159 3.141592654008014

Wert bei 10.000.000  3.141546800000000
Wert bei 100.000.000  3.141853560000000

Tabelle 2.2: Approximation von 7 durch stochastische Simulation. In der Li-
ste sind jeweils die Werte notiert, bei welchen die bisherige Bestapproximati-
on verbessert wurde. Die Werte bei Zehnerpotenzen sind ebenfalls angegeben.
Man vergleiche die Werte bei 9.735.159 und 100.000.000 mit 7!
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Abbildung 2.11: Stochastische Approximation von 7 durch gleichverteiltes
Werfen von Punkten auf das Einheitsquadrat. Pfad iiber 100 Millionen Ver-
suchen. Rot umrandet ist der Streifen zwischen [r — 1/10.000, 7 + 1,/10.000],
der in etwa der 4. Nachkommastelle entspricht.






Kapitel 3

Zufallsvariablen

Meist interessieren wir uns nicht fiir die Elementarereignisse des zugrunde-
liegenden Wahrscheinlichkeitsraumes, sondern fiir gewisse Funktionen dieser
Elementarereignisse. Wir machen uns das an Beispielen klar.

Beispiel 3.1

(a) Jemand fiihrt einen 2-maligen fairen Wiirfel-Wurf durch. Dieser ist natiirlich
durch die Modellierung

Q={1,...,6}%, F=9(Q), Pw)=1/36
beschrieben. Er teilt uns nur die Augensumme mit. Also interessiert:
€:Q —{2,...,12}, (i,7),—~ &(i,5) =i+,
d.h. eine an w = (7, j) vorgenommene Messung mit Informationsverlust.

(b) Eine Krankenversicherung hat n Klienten mit Jahresverbrauch jeweils z
und Jahresbeitrag y. Ein geeigneter Mefiraum wire etwa

(@, F) = (RL)", B(R3)"™)).

Die Versicherung publiziert Daten iiber x /y. Daraus kénnte man etwa Schliisse
iiber Risikogruppen ableiten (“Ingenieure sind besseres Risiko als ...”). Also
interessieren uns Groéfien wie

E:Q— Ry, (x1,21), -, (TnyYn)) —> — Y —.

46



3.1. MeBbare Abbildungen 47

Kommt noch der Zufall ins Spiel, nennt man solche Abbildungen & Zufalls-
variablen.

Mengensysteme konnen mittels Indikatorfunktionen in den Raum der Funk-
tionen eingebettet werden. Also sollten die interessierenden Funktionen die
Eigenschaften von o-Algebren verallgemeinert widerspiegeln. Dieses Programm
ziehen wir jetzt durch.

3.1 Mef3lbare Abbildungen

Es seien (2, F) und (Q', ') meBbare Réume. Wir befassen uns mit Abbil-
dungen auf dem Grundraum €2 nach ', welche die Mefibarkeitsstruktur -
formalisiert durch die o-Algebren F und F’ - respektieren. Die Vorgehens-
weise ist genau wie in der Topologie (oder dem topologischen Teil der Ana-
lysis). Dort hat man lediglich Topologien - d.h. die Systeme offener Mengen
- anstatt der o-Algebren. In beiden Féllen spielen ‘Umkehrabbildungen’ die
zentrale Rolle. Es handelt sich aber nicht um die elementaren punktweisen
Umkehrabbildungen, wie wir sie fiir injektive Abbildungen kennen, sondern
um Mengenabbildungen.

Zu einer Abbildung ¢ : Q — € definieren wir die Mengenabbildung
e PQ) — P(Q), Br— Bl ={weQ:pWw) e B}

Um diese Mengenabbildungen von Punktabbildungen zu unterscheiden, set-
zen wir die Argumente in eckige Klammern.

Definition 3.1 FEine Abbildung ¢ : Q — Q' heifit mefSbar beziiglich F und
F', wenn

o Bl ={weQ:pw)e B} F firale BecF.
Im Falle ' = R und F' = B! heifit © borelmefbar.

Man kann das abstrakter formulieren: ¢ ist genau dann F - F'-mefibar, wenn
e '[F1={¢'[B]: Be F'} C F.

Man beachte die Strukturvertriaglichkeit, dhnlich wie bei stetigen Abbildun-
gen. Dort sind Urbilder offener Mengen offen, hier sind Urbilder mefibarer
Mengen mefibar.

Die einfachsten Funktionen sind die Indikatorfunktionen.
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Definition 3.2 Sei €2 eine Menge und A C ). Dann heifit

1 falls we A

14:Q — R, wr—>{0 falls w¢ A

Indikatorfunktion von A.

Mit Hilfe von Indikatorfunktionen werden Mengen in den Raum der Funk-
tionen eingebettet.

Lemma 3.1 Es gilt
(a) Die Abbildung
P(Q) > Ar— 14 €{0,1}°
st bigektiv und ordnungstreu, d.h. dafs
A C B genau dann, wenn 14 < 1p.
(b) Es gilt

Ae F genau dann, wenn 1, beziiglich F und B mefSbar ist.

Beweis (a) ist trivial.
(b) Wenn A € F, so gilt fiir B € B!, daf

) falls 0¢ B, und 1¢ B
A falls 0¢ B,und 1€ B
A falls 0€eB,und 1¢ B °
Q falls 0e Bund 1€ B

1,'(B) =

Alle diese Mengen sind Elemente von F und deshalb ist 14 mefbar. Ist
umgekehrt 14 meBbar, so ist A = 1;'[{1}] € F. O

Wir wollen uns den Nachweis der Mebarkeit so einfach wie moglich machen.
Zuerst halten wir F fest und fragen nach der grofiten o-Algebra auf Q', fiir
die ¢ gerade noch mef3bar ist.

Lemma 3.2 (und Definition) Sei ¢ : Q — Q' eine Abbildung. Dann ist
_ |
F,={BCQ': o '[B] € F}

eine o-Algebra. Sie ist die grofite o-Algebra auf Q', beziiglich der ¢ meflbar
ist. Wir nennen sie finale o-Algebra auf Q' beziiglich .
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Beweis Wir zeigen zuniichst, dafl das Mengensystem J, aus der Behauptung
eine o-Algebra ist. Umkehrabbildungen ¢! sind vertriglich mit Mengenope-
rationen. Deshalb gelten:

Ist 0cCQ’, so e ) =0eF und also 0 € F
Iss BeF, so ¢ ' [B]=¢ ' [B]°e F und also B¢ e F, .
Ist Ay,...€ Fosop Uz Al =UZ, ¢ 'A] € F und also |J;2, A; € F,.

Somit ist F, eine o-Algebra.

Der Rest ist klar, da F7, ja alle Teilmengen von Q' enthilt, deren Urbilder
in F liegen. O

Damit kann man sich auf bedeutend weniger Mengen zuriickziehen.

Lemma 3.3 Sei &' C F' ein Erzeuger von F'. Dann ist ¢ genau dann F -
F'-mefibar, wenn
¢ '[B] € F fiir jedes B € £’

Dies ist fiir den Nachweis der Mef3barkeit hilfreich:

Bemerkung 3.1 Um die MeBbarkeit einer Abbildung ¢ : (2, F) — (R, B')
nachzupriifen, miissen wir nach dem Lemmal[3.3|nur priifen, ob ¢~ ((—o0,y]) €
F fiir jedes y € R, denn dieses Mengensystem ist nach Satz ein Erzeuger
von B!. Dies kann sehr bequem sein. Ist z.B. ¢ eine isotone Abbildung von R
nach R, so ist ¢~ ![(—o0, y] fiir jedes y € R ein Intervall und somit borelsch.
Also ist jede isotone Funktion borelmefibar. Einfacher geht es nicht.

Wir beweisen nun das Lemma.

Beweis von Lemma [3.3] Ist ¢ mefibar, so ist ¢~![B] € F fiir jedes B € F,
also auch jedes B € &'. Sei umgekehrt ¢~'[B] € F fiir jedes B € £'. Nach
Lemma ist F, ={B C Q' : ¢ '[B] € F} eine o-Algebra.

Da F’ von & erzeugt ist, gilt
F=o&) =) {g’ CB(Y) : G o-Algebra auf Q, ¢ > 5'}.
Nach Voraussetzung ist £ C JF,, und deshalb nimmt 7, an dieser Durch-

schnittbildung teil. Somit ist 7' C JF,, was zu beweisen war. O

Wir nutzen das aus, um die Meflbarkeit in verschiedener Weise so zu cha-
rakterisieren, dafl wir die Mef3barkeit verschiedenster Arten von Funktionen
nachweisen konnen:
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Lemma 3.4 Seien (2, F) ein meflbarer Raum und ¢ : @ — R eine Funktion.
Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) ¢ ist Borelmefbar,

(b) es gilt {w € Q:p(w) € G} € F, falls G C R offen

(c) Es gilt {w € Q: p(w) <z} € F, fir alle x € R.

Beweis Offene Mengen erzeugen B! nach Definition. Also ist (a) zu (b) dqui-
valent nach Lemma Nach Satz erzeugen auch die Strahlen (—oo, z]
die o-Algebra B! und (c) ist wieder wegen Lemma [3.3| dquivalent zu (a). O

Bemerkung 3.2 Lemma funktioniert natiirlich mit allen Erzeugern,
z.B. mit abgeschlossenen Mengen in (a) oder offenen, halboffen usw. Inter-
vallen in (b).

Damit sehen wir sofort, dafl die angenehmen Funktionen mef3bar sind.

Proposition 3.1 FEs gelten:

(a) Ist p : R" — R halbstetidl] so ist es B"-B'-mefbar.
(b) Ist o : R™ — R™ stetig, so ist es B"-B™-mefibar.
(c) Ist ¢ : R — R monoton, so ist es B-B'-mefbar.

Bemerkung 3.3 Warum geben wir uns nicht mit stetigen Funktionen zu-
frieden, da es davon ja mehr als genug gibt?. Der Grund ist, daf§ fiir uns
wichtige, wenn auch sehr einfache Funktionen halbstetig, aber nicht stetig
sind. Beispiele dafiir sind Indikatorfunktionen 14 fiir offene Mengen G, wel-
che unterhalb stetig sind, wie Indikatorfunktionen 1 fiir offene Mengen F',
welche oberhalb stetig sind.

leine Funktion ¢ (auf einem topologischen Raum, z.B. einem metrischen Raum wie

dem R™ mit der euklidischen Metrik) mit Werten in R ist von unten halbstetig, oder
auch unterhalb stetig, wenn alle Mengen {z : ¢(x) > a}, a € R offen sind. Sie ist von
oben halbstetig oder auch oberhalb stetig, wenn alle Mengen {z : ¢(z) < a}, a € R offen
sind. Eine Funktion ist genau dann stetig, wenn sie sowohl von unten, wie auch von oben
halbstetig ist.

Beispiel 1, ist von unten halbstetig, 1}, ist von oben halbstetig
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LN L)

Abbildung 3.1: Von oben halbstetige Funktionen kénnen von oben durch steti-
ge Funktionen approximiert werden, wie die charakteristische Funktion eines
abgeschlossenen Intervalles in der linken Zeichnung; bei oberhalb stetigen
Funktionen ist es umgekehrt.

Beweis (a) Die Mengen {z : ¢(z) < a} sind nach Definition der Ober-
halbstetigkeit offen. Ferner erzeugt das System {x : x < a} die Borel-o-

Algebra. Deshalb sind oberhalb stetige Funktionen meBbar nach Lemma 3.3
Ist p unterhalbstetig, so ist —¢ oberhalbstetig und deshalb mefibar, also auch

p=—(=v).

(b) Fr m = 1 konnen wir die Verbindung zu Aussage (a) herstellen: Eine
stetige Abbildung ist oberhalb stetig und somit meBbar nach (a). Fiir belie-
bige Dimension m stellen wir einfach fest, dal die Urbilder offener Mengen

unter stetigen Abbildungen wieder offen sind, und deshalb folgt die Mef3bar-
keit wieder aus Lemma [3.3]

(c) Sei ¢ isoton. Dann ist ¢~ *((—o0),y] = {z € R : p(x) < y} stets ein
Intervall und somit in B O

Umgekehrt geben wir uns F’ vor und fragen nach der kleinsten o-Algebra
auf , fiir die eine Abbbildung beziiglich 7’ meBbar ist.

Lemma 3.5 (und Definition) Sei ¢ : Q — Q' eine Abbildung. Dann gilt:
Das Mengensystem

¢ [F)={¢""[B]: Be F}
ist eine o-Algebra, die von ¢ (bzgl. F') erzeugte o-Algebra, oder die
Initial-0-Algebra.

Beweis Wegen der Vertriglichkeit von Umkehrabbildungen mit Boolschen
Mengenoperationen gelten:

(i) 0= '0] € 1 (F),
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(ii) Ist A = ¢ ![B] fir B € F', so auch A® = o '[B] € o~ }(F),
(iii) Sind A; = ¢ YBy],... fir B; € F/, so auch

DAZ- =t [OB} € o 1(F).

Somit ist ¢ ![F’] eine o-Algebra und die Aussage ist bewiesen. O

MeBbarkeit ist mit der Komposition von Abbildungen vertréglich:

Lemma 3.6 Gegeben seien drei Mefiraume (Q, F), (', F') und (2", F"),
eine F-F' mefbare Abbildung ¢ : Q — ', und eine F'-F" mefbare Abbil-
dung ¥ : Q" — Q. Dann ist die Komposition 1 o ¢ : Q — Q" beziiglich F
und F" mefibar.

Beweis Sei B” € F”. Dann ist B’ = ¢"'[B"] € 7' und somit B = ¢ ![B'] €
F. Wegen (1) o p)~1(B") = B, ist ¥ o ¢ beziiglich F und F” mefbar. O

3.2 Zufallsvariablen

Der Begrift der Zufallsvariablen ist aus mathematischer Sicht iiberfliissig
und stiftet in der Diskussion mit Analytikern eigentlich nur Verwirrung.
Er bezeichnet schlichtweg eine reellwertige melbare Funktion. Er ist in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung aber aus historischen Griinden gebrauchlich,
weil man sich vorstellt, dal die Auswahl des Argumentes w einer Variablen
¢ geméf eines Wahrscheinlichkeitsmafles P erfolgt, und deshalb das Ergeb-
nis p(w) zufillig ist. Natiirlich werden wir den allgemeinen Fall benttigen.
Zunichst betrachten wir aber den Spezialfall (', F') = (R, BY):

Definition 3.3 Sei (,F) ein mefbarer Raum. Eine F-B' mefbare Abbil-
dung £ : Q@ — R heifst Zufallsvariable. Entsprechend heifit eine F-B"-
mefibare Abbildung & : Q2 — R"™ eine n-dimensionale Zufallsvariable.

Achtung: Zufallsvariablen sind ganz gewohnliche Borelmef3bare R"-wertige
Abbildungen. Sie haben zunéchst absolut nichts Zufilliges an sich. Der Zu-
fall kommt erst ins Spiel, wenn wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung hin-
zufiigen. Die Namensgebung hat historische Grinde. Leider behindert diese
Nomenklatur die Kommunikation mit Analytikern oft erheblich.
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Satz 3.1 Seien &1, &, ..., &, (reelle) Zufallsvariablen. Dann gelten:

(a) Die Abbildung (&1, ... ,&,) @  — R™ ist eine n-dimensionale Zufalls-
variable.

(b) Ist ¢ : R™ — R™ Borelmefbar, so ist die Abbildung ¢(&1,...,&,) eine
m-dimensionale Zufallsvariable.

Beweis Jede offene Teilmenge des R™ 1483t sich durch abzahlbar viele Quader
ausschopfen. Deshalb ist die Menge dieser Quader ein Erzeuger von R". Nach
Lemma |3.3| geniigt es also zu zeigen, dafl die Urbilder von Quadern mefibar
sind. Sei also @ = (ay,b1) X ... X (ay, b,) ein Quader im R™. Dann betrachten
wir das Urbild

(&, 6) Q) = {w € Q: &(w) € (aby), 1<i<n}= mf@'_l[(%bi)]-

Weil alle & [(a;, b;)] € F sind, ist auch ihr Durchschnitt in 7. Damit ist der
Beweis von (a) vollstandig.

Teil (b) folgt sofort aus Lemma iiber die Komposition meBbarer Abbil-
dungen. U

Wir haben Wert darauf gelegt, dafl Mengensysteme gegen moglichst viele
Boolsche Operationen abgeschlossen sind. Wir haben ferner gesehen, dafl
Mengen Spezialfille von Funktionen sind. Deshalb wollen wir, dal der Raum
der Zufallsvariablen gegen Operationen, die den Boolschen auf Mengen ent-
sprechen, abgeschlossen ist.

Definition 3.4 Das Symbol M(Q2, F) bezeichne den Raum aller reellen Zu-
fallsvariablen auf einem mefbaren Raum (2, F).

Wichtig ist natiirlich die Addition.

Proposition 3.2 Ist & eine Zufallsvariable, so auch X¢ fiir A € R. Ist n eine
weitere Zufallsvariable, so ist auch & +n eine Zufallsvariable.

Beweis Die Abbildung A : R — R, z +— Az ist stetig und somit mefibar
nach Proposition [3.1} also ist auch die Komposition A o £ = A mefbar nach
Lemma [3.1] Deshalb gilt (a). (b) folgt genauso: Die Abbildung + : R? —
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R, (x,y) — x + y ist stetig und somit mefibar wiederum nach Proposition
. £+ ist die Komposition von + und (&, n). Letztere Abbildung ist mefibar
nach Satz [3.] O

Wir benotigen auch Abgeschlossenheit gegen Verbandsoperationen und Li-
miten:

Satz 3.2 Der Raum M(Q,F) der Zufallsvariablen ist abgeschlossen bzgl.
abzdhlbarer Verbandsoperationen und punktweiser Limiten. Das heifit genau-
er: Fir Zufallsvariablen &1, &, ... gelten

(a) £ =inf; & € M(QLF) und € = sup; & € M(Q,F), falls £ und & endlich

sind.

(b) Ezistiert {(w) = lim &,(w) in R fir jedes w € 2, so ist £ € M(Q, F).
n—oo

Ein Kommentar zu (a) ist angebracht.

Bemerkung 3.4 Fordern wir in (a) die punktweise Endlichkeit nicht, so
kénnen bei § der Wert —oo und bei & der Wert oo auftreten. Dann miissen wir
fiir (b) die Borel-o-Algebra auf R = RU{—o00, 00} erkliren; das geht genauso
wie fiir R. Formal liegen dann £ bzw. ¢ jedoch nicht mehr in M (€, F).

Beweis (a) Das Mengensystem {(—oo,y) : y € R} erzeugt B'. Also miissen
nach Lemma [3.3 nur die Urbilder dieser Intervalle meibar sein. Es gilt:

[e.o]

{weQ:gw) <y} ={weQ:nf&w) <yt =|J{we:&w) <y}

i=1

Die Mengen in der letzteren Vereinigung sind mefibar, also auch die linke
Menge. Also ist £ eine Zufallsvariable.

Nach Proposition [3.2]ist die Abbildung R — R, x — —x Borelmefibar. Somit
ist nach Lemma [3.6] auch die Funktion

{ =sup§ = —inf(=¢;)
eine Zufallsvariable.

(b) Es gilt
£(w) = limsup§,(w) = inf sup &, (w), w € Q.

n>1 m>0 n>m
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Dies ist mefibar nach (a). O

Folgerung 3.1 Rechtsstetige Funktionen sind mefibar.

Beweis Man approximiere durch geeignete Treppenfunktionen; Ubung O

Die folgenden Zufallsvariablen entsprechen den Treppenfunktionen aus der
Analysis.

Definition 3.5 Sei £(Q, F) die Gesamtheit aller elementaren Zufalls-
variablen.

522%1&,1416}", a; €R, neN.

i=1
Folgende dquvalente Bedingungen sind unmittelbar einzusehen:

Bemerkung 3.5 Aquivalent sind:

(a) £ € E(Q,F).

(b) £ => a;14,, A; € F, A; paarweise disjunkt, n € N.

=1

(c) & ist Zufallsvariable und [£(£2)| < oo, d.h. £ nimmt nur endlich viele
Werte an.

Beweis von Bemerkung Wir zeigen, dafl (¢) die Bedingung (b) im-
pliziert. In der Tat ist § = >_ () @ile-1{a,y mit E {au}] € F.

Die Implikationen (b) = (a) und (a) = (c) sind unmittelbar einsichtig. [J

Satz 3.3 Zu & € M(Q, F) gibt es &1,&s, ... € E(,F), sodafs

IN IV

0 En(w) L E(w) mit n — oo falls &(w) < 0;
0 &n(w) T &(w) mit n — oo falls E(w) > 0.

Die Zufallsvariable ¢ wird also gleichsam ‘von innen’ durch elementare Zu-
fallsvariablen monoton approximiert.



56 Kapitel 3. Zufallsvariablen

Beweis Wir zerlegen ¢ in den Positivteil £ = ¢ V 0 und den Negativteil
£ = —¢A0. Dann haben wir £ = &t — €. €7 und £ sind Zufallsvariablen

wegen Satz [3.2]

Sei also zundchst & > 0. Wir zéhlen die nichtnegativen rationalen Zahlen ab
und schreiben Q; = {r, : n € N}. Fiir jedes n betrachten wir die Menge

A, ={weQ:&(w)>r}.

Dann gilt
N =1nla, € E(Q,F).

Fiir jedes w € Q ist n,(w) = r,, wenn &(w) > r,, und 7, (w) = 0, wenn &(w) <
rn. Daes r, < {(w) gibt, die &,(w) beliebig nahe kommen, ist sup,, n,(w) =
¢(w). Formal kann man argumentieren: es gibt eine Teilfolge (r,,)i~o von
(Tn)n>0, mit 7, 7 £(w). Dann gilt w € A, fiir alle i > 0 und 7, (w)  £(w).

Die Folge der nichtnegativen Zufallsvariablen &, =n; V - -V n, liegt also in
E(Q,F), denn [£,(2)] < n+ 1, und erfiillt ihren Zweck.

Man fiihre dieselbe Prozedur mit £~ durch und erhalte eine aufsteigend ap-
proximierende Folge (,. Weil £ = £t — ¢ liefert die Folge der 7, — ¢, die
gewiinschte Approximation durch elementare Zufallsvariablen an &. ([l

Zusatz 3.1 Ist & beschrinkt, so ist die Konvergenz gleichmdjig, da fir jedes
I gilt, daf
k
{TngSZ} C {rl,...,rn}

fiir grofies n. ausfuehrlicher

Zusammenfassend stellen wir fest:

Satz 3.4 M(Q,F) ist ein linearer Raum und ein Verband. Genauer heifit
das: Sind £&,m € M(Q, F) und o, 5 € R, so gilt

(1) a& € M(Q, F),

(ii) & +n € M(Q,F),
(iii) €V € M(QULF) und E An € M(Q, FR

2¢ v 1 ist punktweise definiert durch & V n(w) = max{¢(w), n(w)}, w € §; entsprechend
ist &€ A definiert durch £ A n(w) = min{¢(w),n(w)}, w € Q.
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Beweis Proposition liefert den linearen Raum. Weil fiir z,y € R gilt,
daBxVy = (z+y+|r—1y|)/2, gt fiir Zufallsvariablen £ und 7, dal £ A n
Zufallsvariablen sind wegen Satz [3.1] Ferner ist ¢ Anp = —((—&) A (—7)) und
somit wieder in M(Q, F).

Dies war der direkte Beweis. Natiirlich konnen wir (74i) sofort aus Satz
(b) folgern. O

3.3 Verteilungen

Jetzt kommt wirklich die Wahrscheinlichkeit ins Spiel. Wir betrachten Zu-
fallsvariablen
E:Q— R, bzw. £:Q—R"

auf einem Mefiraum (€2, F). P sei ein Wahrscheinlichkeitsmaf8 auf F. Die
Funktion £ bildet im allgemeinen verschiedene w auf denselben Wert ab. Das
ist natiirlich mit einer Vergréberung, einem Informationsverlust verbunden.
Wir fragen: mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft eine Aussage iiber die Werte
von & zu? Die Antwort ist natiirlich: Das ist die Wahrscheinlichkeit - gemessen
durch P - dafl ¢ Werte in der entsprechenden Menge B - genannt Ereignis -
annimmt. Wir beginnen mit einem elementaren Beispiel.

Beispiel 3.2 (Verteilung der Augensumme) Der zweimalige Wurf eines
fairen Wiirfels kann durch das folgende wahrscheinlichkeitstheoretische Mo-
dell beschrieben werden: Man setzt

Q={1,...,6}°, F=P(Q) und P{i,j}=1/36.
Die Augensumme
E:Q—1{2,...,12}, (i,j)—>i+J

ist eine Zufallsvariable mit

P(fweQ: 6w =2}) = B({(11)})=1/36,
P({fweQ:6w) =3)) = PB({(1,2),(2,1)}) = 2/36,
P({weQ:éw)=4)) = P({(1,3),(2,2),(3,1)}) = 3/36,
P(fweQ:6w) =5)) = P({(1,4),(23),(3,2),(4,1)}) = 4/36
P({weQ:6w) =6}) = PB({(1,5),(2.4),(3,3),(4,2), (5,1)}) = 5/36
P(fw e Q:&w) = 7)) = P({(1,6),(2,5), (3,4), (4,3),(5.2), (6,1)}) = 6/36
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PlweQ:&(w) =8} = P({(2,6).(2,5),(4,4),(5,3),(6,2)}) = 5/36
PlweQ:&(w) =9} = P({(3,6).(4,5),(5,4),(6,3)}) = 4/36

P{w e Q:&(w) =10}) = P({(4,6),(5,5),(6,4)}) = 3/36

P({we Q:&w) =11}) = P({(5,6),(6,5)}) = 2/36

P({we Q:&w) =12}) = P({(6,6)}) = 1/36

Damit liegt die Verteilung von £ fest.

Jetzt bekommt auch der Name Zufallsvariable einen Sinn; frither sprach man
auch von ‘zufilligen Elementen’.

Definition 3.6 Sei £ eine Zufallsvariable auf (2, F,P). Dann heifst
wiB = 0,1, Br—s u(B) = P(¢"'[B))

die Verteilung von &.

Man findet in der Literatur verschiedene Notationen fiir dieses u, z.B. P o
£Y(B), P¢(B) oder P({w € Q : {(w) € B}). Im Englischen nennt man die
Verteilung einer Zufallsvariablen oft law of £ und bezeichnet sie mit £(§).

Wir fassen das Konzept weiter:

Definition 3.7 Sei ¢ : Q — Q' bzgl. F und F' mefbar und P ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf$ auf F. Das Bildmafl von P auf F'unter ¢ ist gegeben
durch:

Poy '[B] =P(p '[B]), Be F.

Damit ist auch der Fall n-dimensionaler Zufallsvariablen erfafit. Natiirlich
sollten Bildmafle bzw. Verteilungen selbst Wahrscheinlichkeitsmafle sein.

Satz 3.5 Bildmajfle mefSbarer Funktionen sind Wahrscheinlichkeitsmafle. So-
mit sind die Verteilungen von Zufallsvariablen Wahrscheinlichkeitsmafse.

Beweis Sei ¢ eine mefibare Funktion auf einem Mefiraum (2, F) in den
Mefiraum (', F'). Da ¢ beziiglich F und F’ meBbar ist, gilt ¢ '[B] € F
fir jedes B € F'. Also ist u(B) = P(¢'[B]) definiert. Wir miissen nun
nachfragen, ob die Axiome aus Definition gelten. Zuéchst gilt

u(Q) = P(p ) = P(Q) = 1.
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Sind weiter By, By, ... € F' paarweise disjunkt, so gilt

(Us) = (0] -H(U )

paarweise disjunkt
= > P '[B]) =) ul(B).
=1 =1

Damit sind alle Axiome erfiillt und p ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Fiir
Zufallsvariablen haben wir den Spezialfall (', F') = (R, B(R)) und damit
gilt auch die entsprechende Aussage. U

Als Beispiel formulieren wir die Herleitung der Bernoulli-Verteilung in der
Sprache von Abbildungen und Bildmaflen.

Beispiel 3.3 Erinnern wir uns an das Ziehen mit Zuriicklegen aus Beispiel

2.3k Seien
M:M()UMl, |M0’:S, ]Ml\:w, |M|:U1+S:N, Q:Mn7

das Ganze versehen mit F = P(Q). P sei die Gleichverteilung auf €. Sei
ferner

Q'={0,1}" mit F =P(Q).
Wir definieren fiir i = 1, ... ,n die (mefibaren) Abbildungen

1 falls w; e M
Pi - 0 — {07 1}7 sz(w) - SOz'((Wb R 7(")71)) - { 0 falls w; € M;

und damit die (ebenfalls mefibare) Abbildung
0= (p1, .., on): Q2 — Q"
In Beispiel wurde gezeigt, dafl in der jetzigen Sprache das Bildmaf
Poy™ = Buun,

die Bernoulli-Verteilung zur Erfolgswahrscheinlichkeit w/N ist.

SchlieBlich identifizieren wir noch die Boltzmann Statistik aus Satz 2.1.3] als
Bildmas.
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Beispiel 3.4 (Boltzmann Statistik) Wir gehen von der Situation um Satz
aus. Wir wollten 7 unterscheidbare Kugeln auf n Zellen verteilen und
die Wahrscheinlichkeiten berechnen, dafl in der i-ten Zelle genau r; Kugeln
liegen. Wir suchen also ein Wahrscheinlichkeitsmaf} {iber dem Raum

O ={(r,...,rnt:r€{0,...r}, "1+ - +rp=r1}
(versehen mit der Potenzmenge). Dazu betrachten wir
Q={1,... n} ={w= (w1, - ,w) :wr €41, ... ,n}}.

wr = j bedeutet also, dal die k-te Kugel in der j-ten Zelle liegt. {2 sei mit
der Laplace Verteilung mit P({w}) = n™" versehen. Seien nun

riw)=1k=1,...,r:wp =4}, 7=1,...,n

und
0:Q—Q wr— ((rw),...,mw)).

Offensichtlich ist die Boltzmann Statistik gerade das Bildmaf auf Q' der
Laplace Verteilung auf €2 unter der Abbldung ¢.

3.4 Verteilungsfunktionen

Verteilungsfunktionen haben wir schon in Definition und Satz ken-
nengelernt. Wir erinnern uns: Zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf$ p auf B! ist
die Verteilungsfunktion gegeben durch

F:R— R, Fu(y) = p((=00,y]).
Dieses F' bestimmt p eindeutig nach Satz[1.6] Analog definieren wir
Definition 3.8 Sei { eine Zufallsvariable auf (2, F,P); dann heifit
F(y) = Fe(y) =P(§ <)
Verteilungsfunktion von &.
Fy ist also die Verteilungsfunktion von P o ™! im Sinne von Definition .

Die wichtigsten Eigenschaften - die im iibrigen Verteilungsfunktionen sogar
charakterisieren - sind:
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Satz 3.6 Jede Verteilungsfunktion F': R — R hat die Eigenschaften:

(a) F ist isotorf
(b) F ist rechtsstetig,
(¢) ltim F(y)=0; lim F(y)=1.
Beweis Wenn z < y, so ist (—oo,z] C (—o0, y], und somit
F(z) = P((—00,z]) < P((—00,y]) = F(y).

Also ist F' monoton wachsend. Seien nun z € R und - zunéchst - (x,,),>0 eine
reelle gegen z fallende Folge. Dann ist ((—o00, x,]),>0 eine monoton fallende
Folge von Mengen mit

ﬂ(—oo,mn] = (—o0, x].

n>0
Nach dem Satz iiber die o-Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmafien gilt also
F(xn) = P((—00, zn]) “P((—00, z]) = F(x).

Also ist F' in x rechtsstetig. Schliellich ist fiir jede Folge z,, ~\, —oo die Folge
(=00, x,] monoton fallend mit

ﬂ(—oo,:cn} =0.

n>0

Wieder nach dem Satz von der o-Stetigkeit gilt also
F(an) = P((—00, z4]) \P(0) = 0.

Fiir den Rest der Aussage gehen wir zu Komplementen iiber. U

Zusatz 3.2 Fiir jede Verteilungsfunktion F' : R — R und jedes y € R gilt:

Fy™) =P <y).

3das heiBt monoton steigend
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Beweis Es ist
F(y™) = lim p((=00,y —1/n]) = p((=00,y)) = P(£ < y).

Fiir die zweite Identitét wird die o-Stetigkeit aus Satz [I.4] benutzt. O

Wir notieren ein einfaches Beispiel.

Beispiel 3.5 Die Zufallsvariable ¢ heifit diskret, wenn u = P o 7! ein dis-
kretes Wahrscheinlichkeitsmafl der Form

= iaisxi bzw. = En:oziami mitz; € R, «; € [0,1], Zai =1,
i=1 i=1 i

ist (vergleiche Beispiel (d)). In diesem Fall ist die Verteilungsfunktion F’
die Sprungfunktion

F(l‘) = Z&i1[zi700] (QZ)
Eine beliebige Verteilungsfunktion hat einen Sprung, wenn
F(y—) = lim F(z) # F(y)
z,/y—
ist. Wegen der Isotonie ist die Hohe des Sprunges

F(y) = F(y™) = (=00, y]) — p((—o0,y) = P(§ = y)
(fiir die erste Identitat wurde Zusatz benutzt).

3.5 Konstruktion von Zufallsvariablen mit ge-
gebener Verteilungsfunktion

Wir zeigen nun: Jede Funktion mit den Eigenschaften (a) - (c) aus Satz[3.6)ist
tatséchlich die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen. Die Konstruktion
liefert gleichzeitig eine wichtige Methode zur Simulation von Zufallsvariablen.

Fiir die Konstruktion benutzen wir ganz wesentlich die folgende Tatsache,
die wir bis jetzt einfach akzeptiert haben:

Satz 3.7 (und Definition) Auf (R, B(R)) existiert genau ein Mafs X mit
AM(a,b)) =b—a, falls a,b € R, a <b.
Das Majf$ X heifit Lebesgue Maj3.
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In hoherer Dimension gilt dhnlich:

Bemerkung 3.6 Auf (R, B(RY)) existiert genau ein Mafi \%, so dap fiir
alle a = (a1, -+ ,aq) € RE und b= (by, -+ ,by) € R mit a < b gilt, daf

M((a,b]) = H(bi Ca;).

Das Mafi \? heifit d-dimensionales Lebesgue Mayjs.

Gemeint ist hier die komponentenweise Halbordnung auf R?, gegeben durch
a < b genau dann, wenn a; < b;, fiir allet =1, ... | d.

Mehr iiber das Lebesgue Ma$ findet man in Anhang[A.2]

Fiir die gewiinschte Konstruktion benutzen wir die wverallgemeinerte In-
verse '~ von F, definiert durch

F~(z)=sup{y e R: F(y) <z}, € (0,1). (3.1)
Damit gilt:

Satz 3.8 Sei ' : R — R eine Funktion mit den Figenschaften (a), (b),
(c) aus Satz . Dann existiert eine Zufallsvariable & auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum ((0,1),B((0,1),X) mit F = F. Konkret ist £ = F~ aus
geeignet.

Die folgende Konstruktion zum Beweis dieses Satzes ist gleichzeitig die Grund-
lage fiir das wichtigste Verfahren zur Simulation von Zufallsvariablen.

Beweis Die Funktion £ ist isoton, also mefSbar nach Proposition [3.1 Wir
beobachten (vgl. Abb. [3.2):

(i) Falls F(2) > z, so {(z) < z ( da F isoton ist),

(i) Falls F(z) <z, so {(x) > z (da F' rechtsstetig ist).
Die Implikation (ii) ist dquivalent zu

(ii") Falls &(x) < z,s0 F(z) > x.
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FA

F(z')

F2)

o

Y

z E(X) z

Abbildung 3.2: Eine stiickweise stetige Verteilungsfunktion mit Sprung und
die verallgemeinerte Inverse.

Mit (i) und (ii") gilt
{re(0,):x<F(z)}Cc{xe(0,1):{(x) <z} C{xe(0,1):2 < F(2)}

und somit

A((0, F'(2))) < A(§ < 2) < A((0, F(2)).
Weil A({F'(2)}) = 0, gilt links und rechts Gleichheit, d.h.
F(2) = M€ < 2) = F(2).
Das ist die Behauptung. 0

Wenn F strikt wéchst, ist die Situation noch einfacher.

Korollar 3.1 Sei F' eine Verteilungsfunktion mit den Eigenschaften (a), (b)
und (c) aus Satz|[3.6, fortgesetzt auf R U {—o0,00} durch F(—oc0) = 0 und
F(oo) = 1. Ist F' : RU {—o00,00} — [0,1] bijektiv, so ist F = F¢ fir die
Zufallsvariable £ = F~' auf dem Wahrscheinlichkeitsraum

([0, 1], B1([0, 1), A| B([0,1])).

Beweis Die Funktion F ist eine stetige Bijektion, also ist die Zufallsvariable

¢ in (6.2) gleich F~1. O

Wir geben einen kurzen direkten Beweis:
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Bemerkung 3.7 Sei a < b. Dann gilt

Fe(b)— Fe(a) = Mze[0,1]:a<&<b)=Aze[0,1]:a< F(z) <b)
Az € (0,1): F(a) <z < F(b)) = F(b) — F(a).

Diese abstrakt erscheinenden Resultate sind die Grundlage einer wichtigen
Methode zur Simulation von Zufallsvariablen.

Beispiel 3.6 (Die Inversionsmethode) Gegeben sei das Wahrscheinlich-
keitsmaf} p auf R bzw. die Verteilungsfunktion F' dazu. Wie simuliert man ein
Zufallsexperiment oder eine Zufallsvariable £ mit Verteilung p? Die Antwort
wurde schon gegeben:

(a) Ist F bijektiv, so

(1) realisiere eine auf (0,1) gleichverteilte Zufallsvariable U

(2) setze &= F (V).

(b) Andernfalls verwende £ aus Satz 3.8

Diese Methode erfordert die Kenntnis von F¢. Wir werden geniigend Beispiele
kennenlernen. Eine der Ausnahmen bildet die Gauflverteilung. Fiir diese kann
man die Verteilungsfunktion analytisch nicht angeben, und man muf§ andere
Methoden verwenden, z. B. approximative Methoden, die auf dem Zentralen
Grenzwertsatz beruhen (vgl. Beispiel oder die exakte Simulation nach
Box und MULLER, siehe Beispiel .11}

Die Simulation diskreter Zufallsvariablen aus Abschnitt ist ein weiteres
Beispiel fiir die Inversionsmethode.






Kapitel 4

Elemente der Maf}- und
Integrationstheorie

In diesem Kapitel stellen wir die nétigen Grundlagen der Maf- und Integra-
tionstheorie zusammen. Eigentlich ist das ein Teil des Stoffes einer Vorlesung
iiber Mafitheorie. Andererseits benotigen wir ein wenig davon auch fiir die-
se Finfithrung. Wir konnten uns zwar irgendwie mit Behelfskonstruktionen
durchlavieren; andererseits konnen wir mit nur wenig Mehraufwand die Sa-
che solide abhandeln. Genau das werden wir tun. Das ist um so wichtiger,
als wir Lebesgue-Mafl und -Integral nicht wirklich voraussetzen kénnen.

Wir werden alles prézise benennen. Die Beweise werden wir in einleuchten-
der Weise skizzieren, wo sie das Verstidndnis stiitzen. Langweilige technische
Details lassen wir weg; eine ausfiihrliche Darstellung findet sich in ?. Letztlich
wird eine Art von Formelsammlung entstehen: Wir haben dann ein Minimum
an Gerétschaft und eine Gebrauchsanweisung, wie damit umzugehen ist. Das
wird in Kompaktform etwa zwei Seiten umfassen. Das Ganze sollte auch fiir
andere Gebiete wie Analysis, Funktionalanalysis, Statistik und (Quanten-)
Physik praktisch und von Nutzen sein.

Wir haben schon viel niitzliches Material zusammengetragen. Wir haben
z.B. die Approximation meflbarer Zufallsvariablen durch elementare Zufalls-
variablen in Satz [3.3] bewiesen und die Borelmengen in Abschnitt ein-
gefithrt. Das werden wir jetzt brutalstmoglich’] ausnutzen.

"Wortschépfung: Roland Koch, Ministerprisident von Hessen
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4.1 Allgemeine Integration

In diesem Abschnitt halten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) fest
und betrachten Borelmefibare Funktionen £ : {2 — R. Deren Integrale sol-
len jetzt hergeleitet werden. Nach Satz kann jede Zufallsvariable durch
elementare Zufallsvariablen approximiert werden.

Deshalb starten wir mit elementaren Zufallsvariablen
fw)=> il W), A €F, neN
i=1
Deren Integral soll natiirlich so aussehen:

/Qf(w) dP@) = Y 0 P(Ay),

Das einzige - aber lediglich technische - Problem ist, dafl die Darstellung
elementarer Zufallsvariablen nicht eindeutig ist:

Lemma 4.1 Sei & eine elementare Zufallsvariable. Sind dann
§ = ZaiIAi = ZﬁﬂBi, Ay, B € F,
i=1 j=1

zwet verschiedene Darstellungen von &, so gilt

m

Z @, P(4) = B P(B))

=1

Beweis Wir konnen annehmen, dafl die A; paarweise disjunkt sind und die
Bj ebenso. Es ist

AU UA, =Q=58, --- UB,,

also
m n

Ai = L_J(z4z N Bj), und Bj = U(AZ N Bj),
j=1 i=1
wobei die A; N B; paarweise disjunkt sind. Endliche Additivitét liefert:
P(A;) =) P(A;NB;) und P(B;) =Y P(A;NB).
i=1

Jj=1
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Summation ergibt

Zai]P’(Ai) = ZZQiP(AiﬂBj)7

i=1 j=1
S BBB;) = > ) BP(ANB).
j=1 j=1 i=1

Nun ist aber a; = §; fiir jedes Paar 7,7 mit A; N B; # (). Damit gilt die
Behauptung. O

Lemma [4.1] rechtfertigt die folgende Definition des elementaren Integrales:

Definition 4.1 Ist .
5 = Z Oéi1A¢
i=1

eine elementare Zufallsvariable, so heifit
BO =Y o P(A) (= [ &) )
i=1
E’rwartungs'werﬂ oder Integral von &.

Wir benutzen die Bezeichnung (2, F) fiir den Raum der elementaren Zu-
fallsvariablen, vgl. Definition [3.5] Wir halten einige elementaren Eigenschaf-
ten fest:

Satz 4.1 FEs qilt

(a) Der Raum E(Q, F) ist ein linearer Raum und ein Verband beziglich der
punktweisen Operationen.

Die Abbildung
E:E£(0,F) >R, € — E(¢) = /g(w) dP(w)

hat folgende FEigenschaften: Wenn &, n, & € E(Q,F), i > 1, und o, B € R,
so gelten:

2Hier manifestiert sich wieder die historisch gewachsene eigene Sprache der Stochastik,
die nicht immer die der Analysis ist.
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(b) E(a€+pn)) = oE()+ BE(n) (Linearitdit)
(¢c) E() >0 falls € >0 (Positivitdt)

(d) E(&,) 40 falls &, 1 0 (o-Stetigkeit)

Beweis-Skizze

(a) Nach Satz|3.4]sind Summen, skalare Vielfache, Minima und Maxima von
elementaren Zufallsvariablen wieder Zufallsvariablen. Nach Bemerkung [3.5
sind Zufallsvariablen elementar genau dann, wenn sie endlich viele Werte
annehmen. Die angesprochenen Operationen erhalten aber die Endlichkeit
des Wertebereiches, woraus die Behauptung folgt.

(b) Zwei elementare Zufallsvariablen £ und 7 haben Darstellungen
&= Z aily, n= Z Bj1p;, A; paarweise disjunkt, B; paarweise disjunkt.
i=1 j=1

Man stelle nun ¢ und n vermége der paarweise disjunkten Durchschnitte
C@j = Az N Bj dar:

¢ = ZZCVzJCi,ja n= ZzﬂjICi,j'
j=1 i=1 i=1 j=1

Dann addiere man fiir jedes C; ; die Werte a- a; und - 8;, multipliziere mit
P(C; ;) und summiere (Der Trick ist immer derselbe wie in Lemma .

(c) gilt nach Definition.
(d) Seien 0.E. &, <1 (sonst bilden wir &, A 1g). Seien € > 0
A ={w e Q: &, (w) > eHe F).

Dann gilt
E(&) <E(14: +elas)) <P(A7) +¢. (4.1)

Ferner gilt fiir jedes € > 0, dafl
4510, n— oo,
also nach dem Stetigkeitssatz

P(AS) L 0, n— oo.
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Weil (4.1)) fiir jedes e > 0 gilt, folgt die behauptete o-Stetigkeit des Erwar-
tungswertes. U

Damit konnen wir Integrale von Zufallsvariablen definieren. Sei zunéchst
¢ > 0. Nach Satz gibt es eine aufsteigende Folge &, von elementaren
Zufallsvariablen, mit £ = sup, &,. Wir wollen das Integral von £ natiirlich

definieren als
/ﬁd]P) = sup/fn dP. (4.2)

Dieser Wert ist entweder eine endliche reelle Zahl oder gleich co. Jetzt miissen
wir noch auf ein technisches Detail achten: Ist (£))) eine weitere solche Folge,

so gilt
sup/fn dP = sup/gl dP.
Deswegen ist das Integral in wohldefiniert.
Sei nun £ eine beliebige Zufallsvariable. Wir betrachten die Zerlegung
§=¢" ¢,
in den Positiv- und den Negativteil £ und f~. Und schon sind wir fertig:

Definition 4.2 Sei £ € M(Q,F) mit [HdP < oo und [ £ dP < oo, so
heifst & beziiglich P integrierbar. Man sagt auch der Erwartungswert
bzw. das Integral von & existiert. Der Wert

E(g):/gdp:/gwp—/g—dp

heifit Integral oder Erwartungswert von £. Den Raum aller integrierbaren
Zufallsvariablen bezeichnet man mit L*(Q, F,P).

Fiir nichtnegative Zufallsvariablen hat auch der Wert oo einen Sinn.

Aufgrund der Konstruktion lassen sich alle obigen Eigenschaften von (€2, F)
mit dem Integral fiir elementare Zufallsvariablen auf £'(Q, F,P) mit dem ent-
sprechenden Integral iibertragen. Eigentlich ist das einleuchtend. Auf dem
Weg dahin mufl man ein paar technische Details ausarbeiten; die sind iiber-
haupt nicht tragisch, kosten aber doch einige Zeit. Wir verweisen sie in die
Maftheorie. Die Details findet man z.B. in der Monographie ? iiber Maf-
und Integrationstheorie.

Wir fassen die wichtigsten Aussagen zusammen:
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Satz 4.2 (Daniell) Es gelten:
(a’) LY, F,P) ist ein linearer Raum und ein Verband.

Die Fortsetzung von
E:E(Q,F) —R

auf LY(Q, F,P) zu
E:.YQ,F,P)—R

aus Definition [{.9 hat folgende Figenschaften:

(b’) B ist linear auf LY(Q, F,P), d.h. wenn & und n in LY(Q, F,P) und
a, B ER, so gilt

E(ag + Bn) = aE(E) + FE(n),

(c’) E ist positiv auf LY(Q, F,P), d. h. fir € € LY, F,P) gilt, daf
E(€) >0 falls >0,

(d’) Fiir eine Folge (&,)nin LY(Q, F,P) mit &, 1T & und sup, E(&,) < oo gilt,

dafs
€€ LY, F,P) und E(&) = lim E(&,).

n—oo

(analog fir &, | £). Die Fortsetzung ist durch die Figenschaften (b’) - (d’)

eindeutig bestimmit.

Die wichtige und zentrale Aussage (d') heifit Satz von der monotonen Kon-
vergenz oder auch Satz von Beppo Levi. Die Konstruktion fiir beliebige Mafle
ist im wesentlichen dieselbe.

Wir notieren noch das niitzliche Kriterium Satz [4.3] und den fundamenta-
len Satz[4.4] sowie einige Folgerungen. Den néchsten Satz beweisen wir nicht.

Satz 4.3 Seien (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und & € M(Q,F).
Dann ist £ € LY(Q, F,P) genau dann, wenn

> P([¢] > k) < 0.

k>0
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Wir folgern:

Folgerung 4.1 FEs gelten:

(a) (&) existiert (d.h. £ € LY(Q, F,P)) fiir beschrinkte Zufallsvariablen &.
(b) Ist & € M(Q, F) und sind
§u € LY F,P) und £ € LYQ, F,P), mit & <& <€

soist & € LY(Q, F,P).

Die folgende Ungleichung ist einfach aber sehr wichtig:

Lemma 4.2 FEine Zufallsvariable & ist integrierbar genau dann, wenn |€|
integrierbar ist. Dann gilt die Abschdtzung

IE(E)] < E(<])- (4.3)

Beweis ¢ ist integrierbar, genau dann wenn £1 und £~ integrierbar sind. Ist
letzteres der Fall, so ist auch |£| = €T + £ integrierbar, da £! ein linearer
Raum ist. Ist umgekehrt |¢| integrierbar, so auch 0 < &*, ¢~ < |£] nach

Folgerung [4.1]
Ferner gilt
[E(Q)] = [E(7) —E()] <E(E) +E(E) = E(|¢)).

Damit ist der Beweis vollstandig. O

Hier zeigen sich die Vorziige des abstrakten Integrales, das wir hier in der
Daniellschen Form eingefiihrt haben. Die Eigenschaften sind glatt, was ei-
ne elegante Theorie erlaubt. Dagegen kommt das Riemann-Integral ziemlich
plump daher:

Beispiel 4.1 Man betrachte die Indikatorfunktion
£:00,1] — R, o+ Ignpa(2)

der Rationalzahlen im Einheitsintervall. Sie ist Borelmefibar, weil Q N [0, 1]
als abzéhlbare Teilmenge von [0, 1] meBbar ist. Als beschrénkte Funktion ist
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sie wegen (b) integrierbar im obigen Sinne. Wegen der o-Stetigkeit gilt fiir
jede Abzdhlung (¢;);>1 von Q N[0, 1], daB

[ear=lm S aqah o

Andererseits existiert das Riemann-Integral fiir diese beschrankte Zufallsva-
riable nicht, weil die Obersummen stets > 1 und die Untersummen stets < 0
sind. Der Satz von der monotonen Konvergenz gilt somit erst recht nicht.
Das ist duflerst unpraktisch und deshalb pafit das Riemann-Integral nicht
zum MaBbegriff. Im {ibrigen wird das Riemann-Integral schon auf Gebieten
des R? fiir d > 2 sehr unhandlich. Wir werden aber unten sehen, dafl wir
vieles vom Riemann Integral doch benutzen konnen.

Eines der wichtigsten Werkzeuge ist die anschlieBende Folgerung aus dem
Satz von der monotonen Konvergenz.

Satz 4.4 (von Lebesgue, Satz von der dominierten Konvergenz)

Seien &,, £, &, € LY, F,P), n> 1. Sei & eine Zufallsvariable mit &, — £
punktweise und

§u <& < &°

Dann gelten

(i) € € LYQ, F,P),
(i) E(¢) = lim E(&,).

Beweis (a) Zur Vorbereitung betrachten wir Zufallsvariablen 7, n > 1, und
n° € L' mit
Ny — 0, n— 00, 0<n, <n°eLh

Dann gilt 7, € £! nach Folgerung und auflerdem

Cn := sup 0y, < n°.

m>n

Also gilt auch ¢, € £! und ¢, | 0, wegen 7, — 0. Ferner gilt nach dem Satz
iiber die monotone Konvergenz

0 <En.) <E(¢) 0.
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(b) Es sind &, € £ und £ € L£! wegen Folgerung 4.1 Um (a) anzuwenden,
setze
Ny =& — &u|, welches 0 < n, <&, |+ [£°] erfillt.

Nun gilt |§ — &, — 0 und somit ist (a) anwendbar und liefert
Jetzt benutzen wir noch die Abschétzung (4.2)) und erhalten

[E(€ = &) < E([€ = &l).
Damit folgt der Satz aus (a). O

Die Voraussetzung &, < &, < £°in Satz ist wesentlich (d.h. sie kann nicht
weggelassen werden):

Beispiel 4.2 Seien

& = n'l[m/n} auf ((0,1),58((0,1)),A).
Natiirlich gilt &, | £ = 0. Es gilt fiir alle &,, dal E(&,,) = 1; andererseits ist
E(¢) = 0.

Jetzt kommen wir zu wichtigen Feststellungen:

Satz 4.5 Seien & diskret mit Verteilung pn = ) e, und g : R — R Borel-
i=1
mefsbar. Dann gilt:

go& e LN, F,P) genau dann wenn Z lg(z:)|P(€ = ;) < o0
i=1

und in diesem Falle ist

E(go¢) = Zg(asim(& = ;).

Beweis Weil ¢ = gt — ¢~ mit Positivteil gt > 0 und Negativteil g= > 0
kénnen wir uns auf den Fall g > 0 beschréanken. Wir betrachten die elemen-
taren Zufallsvariablen

Mo =Y 9(:) Lemny-
=1
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Fiir diese gelten

E(n) =Y gl@)PE =), mmtgol.

=1

Sei nun go& € L£L1(Q, F,P). Dann ist der Satz von der monotonen Konvergenz
anwendbar und liefert E(7n,) / E(g o £). Das impliziert

E(go¢) = Zg(l‘i)P(f = ;).

Gilt umgekehrt Y o7, [g(z;)|P(§ = x;) < 00, so ist sup, E(n,) < oo, also ist
g o & € L nach Definition. O

Beispiel 4.3 Sei £ verteilt geméf » | aye,,. Dann folgt mit g(x) = = aus dem
i=1
Satz, daf3

E(€) = ixi]}”(ﬁ =) = iai:vi falls iai|xi| < 00.
i=1 i=1 i=1

Konkrete Beispiele folgen spiter.

4.2 Verteilungen mit Dichten

Viele wichtige Verteilungen sind durch die Flichen unter Funktionen defi-
niert. Ein Beispiel ist die beriihmte Gauflverteilung auf der Vorderseite des
fritheren 10 DM Scheines, siehe die Abbildungen [4.1] und [£.2]

4.2.1 Dichten

Wir beginnen mit der kontinuierlichen Gleichverteilung.
Beispiel 4.4 Sei A € B¢ mit \Y(A) < co. Dann definiert

M(B)

u(B) = N(A) B € B(A),
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Abbildung 4.1: 1. Die Vorderseite des 10 DM Scheines der BRD mit dem Por-
trait von Carl Friedrich Gaufl und der Standardnormalverteilung. Darunter
ist die Riickseite abgebildet, welche weitere bahnbrechende Aktivitdten von
GauB} symbolhaft darstellt.
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L2

52 4

Abbildung 4.2: Ausschnitt aus
dem 10 DM Schein der BRD
mit der Standardnormalvertei-
lung.

0. &

ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, die kontinuierliche Gleichverteilung auf A. Es
gilt
1
B)=|[| 1 dz.
u(B) = [ 1p(w) 57 do

f:A—R z+—1/A(A4)

Die Funktion

gibt anschaulich die ‘Dichte’ der Verteilung p an

Wir verallgemeinern:

Satz 4.6 (und Definition) Sei f : RY — [0,00) (Lebesque-) integrierbar
mit [ f(z)dx =1. Dann definiert

B) = dv = [ 1 dr, B € B(R*
u(B)i= [ fayde = [ 1p(o)fa)ds, B e BRY,
ein Wahrscheinlichkeitsmafs.

f heif$t (Lebesgue-) Dichte von . Man schreibt p = f\. Ist u die Verteilung
der Zufallsvariablen &, so heifst f auch (Lebesque-) Dichte fiir €.

Dichten kénnen analog fiir allgemeinere Mafle definiert werden.

Bemerkung 4.1 Hat p eine Dichte, so folgt aus A(V) = 0 dal u(N) = 0.
Letzteres nennt man die \-Stetigkeit von pu und schreibt g < A. Dies kann
man auf allgemeine Mafle iibertragen; es gilt der Satz von Radon-Nikodym:

Seien p und v zwei Mafe auf dem Mefraum (Q,F) und sei v o-endlich
(d.h. daf8 es eine aufsteigende Folge von Mengen A, 7, A, € F, gibt mit
v(A,) < 00). Dann hat 1 genau dann eine Dichte beziiglich v, wenn u < v.



4.2. Verteilungen mit Dichten 79

Im allgemeinen Fall nennt man die Dichte die Radon-Nikodym Ableitung von
i beziiglich v.

Beispiel 4.5 Ein (diskretes) Wahrscheinlichkeitsmal = »"°, a;e; auf N,
a; >0, Y% a; = 1, ist stetig beziiglich des Zihlmafles v = > &;. Gilt
fiir jedes ¢ > 1, daf} ay; > 0, so ist umgekehrt auch v beziiglich p stetig. Man
sagt dann, beide Mafle seien dquivalent.

Beweis zu Satz Sei f € L'(dx) mit f > 0. Dann ist
0<1pf<f

und somit 1pf € L'(dz) nach dem Analogon von Folgerung fiir das
Lebesguemafl. Also ist p(B) € R. Wir priifen nun die Axiome fiir ein Maf}
aus Definition nach. Zunichst ist

(D) 2/1@(x)f(:1:) d:v:/Oda::O.

Fiir B; C By C --- € B(R?) setzen wir g, = 1p,. Weil f >0, gilt g,.f  gf,
und ferner ist g = sup,,>; gn = Iy B, Aus dem Satz von der monotonen
Konvergenz folgt dann, dafl

p (U Bi) - / sup gu(0)  (z) da

= sgp/gn(l’)f(l’) dz = sup u(B,).

Damit ist p o-stetig. Wegen [ f(z)dx = 1 ist auch noch u(Q) = [, f(z)dx =
1. Damit ist der Beweis vollstandig. Il

Beispiel 4.6 (a) In der Quantenphysik betrachtet man BorelmeBbare Wel-
lenfunktionen v : R — R, ¢? € L', die quantenmechanische Partikel re-
prisentieren. Fiir jede Borelmenge A € B(R?) gibt das Integral

_ Sy * (x)da
J*(2)dz
die Wahrscheinlichkeit dafiir an, daf§ sich das Teilchen in A befindet.

1(A)

(b) Die Standardgauf$verteilung Die Funktion

22

g R— R, z+——e 2
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ist stetig, also BorelmeBbar nach Satz[3.1} ferner ist sie (uneigentlich) Riemann-
integrierbar wegen Satz mit

/exp (—2?/2) dx = V2.
Deswegen ist die Funktion

T —

1 2
exp(—zx“/2 4.4
= exp(—a/2) (4.4
eine Wahrscheinlichkeitsdichte, ndmlich die der Standardgauf$- oder Stan-
dardnormalverteilung. Diese ist gegeben durch
22

w(A) = /A \/12_7re_2d:1:, A € B(R).

Dies ist eine der wichtigsten Verteilungen, die uns begegnen werden. Ihr
Graph ist in Abb. [L.1] skizziert.

2.5 2.5
: TN 2|\
L5 £ 15 ™,
/4N VRN
1 s 1 y 1
yar \\ e N

0.4 0.2 0.z 0. 0.6 0.6 o1 0.2 9.2 0.4 0.6 o.6 0.4 o.z o.z d.1 9.8

Abbildung 4.3: Dichte der Gleich-, Gaufl- und Laplace-Verteilung (mit
Standardabweichung 0.2). Die Gleichverteilung ist auf dem Intervall

[—v/3/5,/3/5] konzentriert.

(c) Die Exponentialverteilung zum Parameter A > 0 hat die Dichte

~f Xexp(—Az) falls >0
ha(w) = { 0 sonst

Ihr Graph sieht aus, wie die rechte Hélfte des rechten Plots in Abbildung |4.3]

(d) Die doppelte Exponentialverteilung (Laplace-Verteilung) hat die Dichte

1 V2
flx) = 3y P <—7|$ - a|> :

Ihr Graph ist in Abbildung 4.3 rechts, dargestellt.
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(e) Sei F': R — [0, 1] stetig differenzierbar mit

F'>0, lim F(z)=0, lim F(z)=1.

n——oo n—oo

Dann ist F' Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen £. F' ist ferner Stamm-
funktion von f = F’ mit der stetigen Funktion f. Also ist f meBbar und es
gelten f > 0 und [ f(z)dx = 1. Deswegen ist f Dichte eines Wahrschein-
lichkeitsmafles p und F' ist die Verteilungsfunktion von pu.

Die folgende Bemerkung zielt auf den statistischen Begriff der Robustheit von
Verteilungen.

Bemerkung 4.2 Aus den Abbildungen[d.3Jund[4.4]ersieht man ein wichtiges
Unterscheidungsmerkmal fiir Dichten. Die ‘Tails’ [—o0, —a] U [a, 00], a > 0,
tragen fiir verschiedene Typen von Verteilungen verschieden starke Massen.
Eine Verteilung mit ‘Heavy Tails” wird ‘Ausreifler’, d.h. extrem positive oder
negativen Werte, eher akzeptieren, als z.B. eine kompakt getragene Vertei-
lung oder eine mit schnell abfallender Dichte. Man sagt, daf§ Verteilungen mit
heavy tails robuster sind als solche, die stark nach innen konzentriert sind.
Abb. stellt weit rechts liegende Ausschnitte der Gaufl- und der Laplace-
Dichte einander gegeniiber. Klassische Werke {iber robuste Statistik sind ?
und ?. PETER HUBER ist einer der Begriinder der robusten Statistik, sein
Schiiler F.R. HAMPEL hat sie zusammen mit anderen ausgebaut, jedoch mit
einer etwas anderen Philosophie.

0.02 - 0.02

0.01 - 0.01 -

Abbildung 4.4: Ausschnitte aus den ‘Tails” der Gauf3- und der Laplace-Dichte
(beide mit Standardabweichung 0.2)

Allerdings gibt es Verteilungen bzw. Zufallsvariablen, welche keine Dichten
besitzen.
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Beispiel 4.7 (a) Fiir ein Dirac-Ma8$ ist €,({z}) = 1, aber A({z}) = 0. Fiir
eine Dichte f von ¢, wiirde gelten

alah)=1£0= | jir

Also erlaubt ¢, keine Dichte. Das selbe gilt fiir jedes diskrete Wahrschein-
lichkeitsmaf3

= Zaisxi, a; > 0 fiir alle 7 > 1, Zai =1.
i=1 i=1

Auch hier ist ndmlich A(supp(p)) = 0 fiir den Trdager supp(p) = {z; : a; > 0}
von i und deshalb wieder

p(supp(u)) =1 £0 = [ g

Also gilt:
Kein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R) hat eine Dichte.

(b) Auch Stetigkeit der Verteilungsfunktion garantiert die Existenz einer
Dichte nicht. Fiir die Verteilung p mit Devil’s Staircase als Verteilungsfunk-
tion gilt, daB8 u(D) = 0 fiir eine Borel-Menge D C [0, 1] mit A(D) = 1. Hétte
p eine Dichte f, so wire wieder [, f(x)dx = 0 fiir Borelmengen B.

Wir fassen zusammen.

Bemerkung 4.3 Wir sprechen iiber Verteilungen mit Dichten und haben
festgestellt, dal diskrete Verteilungen keine Dichten haben. Ferner sahen wir,
dal es Verteilungen mit stetiger Verteilungsfunktion - also nicht diskrete
Verteilungen - gibt, die keine Dichte besitzen. Damit haben wir Beispiele fiir
alle moglichen Félle. Es gilt ndmlich:

Jedes Wahrscheinlichkeitsmafl p besitzt eine Zerlegung

Ho= fix + fd +

in den Lebesguestetigen Teil py, den diskreten Teil py und den
singuldren Anteil pig.
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Letzterer ist auf einer Menge mit Lebesgue-Mafl 0 konzentriert, aber nicht
diskret (wie z.B. das Maf aus Beispiel (b)

Die Integration von Funktionen beziiglich Maflen mit Lebesguedichten
148t sich nun in klassischer Weise ausfiihren. Der folgende Satz ist das Pen-
dant zum Satz [4.5 fiir den diskreten Fall.

Satz 4.7 Sei & verteilt mit Dichte f. Die Verteilung von & sei p Sei ferner
g : R — R Borelmef$bar. Dann gilt

goé € L' genau dann, wenn /|g(x)|f(x)dx < 0.

Ist eine der Bedingungen erfillt, so gilt

Ee(go€) = E,(g) = / o(2) () da.

In diesem Fall ist also Ep(g o &) das Integral von g beziiglich des Mafles
p=fA

Beweisskizze Fiir elementares g = > | o;1p, gilt:

Zazu Zaz [ 1@ s = [ g()f@)do.

Ferner ist
ZO‘ZM Zaz EP(QOS)

Fiir nichtnegative g benutzt man den Satz von der monotonen Konvergenz fiir
approximierende elementare Funktionen. Soweit gilt der Satz in dem Sinne,
daB alle Erwartungswerte entweder gleichzeitig existieren oder alle gleichzei-
tig nicht. Beziiglich der Integrierbarkeitsbedingung geht man wie in Satz
vor. U

Korollar 4.1 Es sei die Zufallsvariable integrierbar und thre Verteilung be-
sitze die Dichte f. Dann existiert der Erwartungswert von & und hat die
Gestalt

B(©) = [ of(a)do
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Beweis Mit der Identitit g(z) = z gilt E(§) = E(g o ) und aus Satz
leiten wir ab, dafl

E(¢) = E(go¢) = / g(x) f(x) di = / £f(x) d.

Dies ist die gewiinschte Identitét. 0

Beispiel 4.8 Fiir die Standardnormalverteilung konnen wir den Erwartungs-
wert

E() = %/xexp(:ﬁﬂ) dx

sofort als 0 erkennen. Das Lebesgue-Integral existiert nach Satz[A.8 Da f
symmetrisch um 0 ist und die Identitit z — x antisymmetrisch, verschwindet
das Integral auf der rechten Seite.

4.2.2 Transformation von Dichten

Sei & eine Zufallsvariable und ¢ : R — R eine Funktion. Gegeben die Vertei-
lung p von &, fragen wir nach der Verteilung von ¢ o €.

Damit wir ein Gefiihl dafiir bekommen, schauen wir uns Beispiele an.
Beispiel 4.9 Wir betrachten ein diskretes und ein stetiges Beispiel.

(a) Fiir diskrete Zufallsvariablen ist das Problem trivial: Es nehme die Zu-
fallsvariable & abzahlbar viele Werte x; € R an. Dann ist

(o]
H= E Qifg;
=1

die Verteilung von &. Die transformierte Variable ¢ o £ hat die Verteilung
o
Po(pol&) t=pop!= Z QUGE () -
i=1

(b) Seien & : (2, F,P) — RT eine Zufallsvariable mit stetiger Dichte f und
o(r) = z%. Wir wollen die Verteilung von n = ¢ o & = £2 berechnen. Man
beobachtet

Fy(y) =P <y) =P(§ < Vi) = Fe(\Vy)-



4.2. Verteilungen mit Dichten 85

Damit ergibt sich

1
dz.
20z

R = [ iwa= [

Nach dem Eindeutigkeitssatz ist also

1

= mf(\/?)

9(y)

die Dichte von &2.

Man kann die Dichten fiir allgemeinere Transformationen ausrechnen.

Satz 4.8 Sei & eine reelle Zufallsvariable mit Verteilung p. p habe eine ste-
tige Dichte f. Sei ¢ : R — R stetig differenzierbar und strikt monoton wach-
send mit ¢’ (x) # 0 fir alle x € R. Dann hat ¢ o § die Dichte

fle~ ! (z))

hiR—R, o—3 L2 )
¢ (p~1())

Man bemerke, dafl ¢’ im Satz positiv ist. Eine mehrdimensionale Variante
findet man im Anhang, Theorem
Beweis Sei 1) := p o £. Dann gilt

Fyy) =P(po & <y) =PE <o (y).

Wir rechnen wieder:

“1(y")

e (y)
B -F)= [ fla)ds
— [ e e @) de

I
S~
<
=
©
L
8
~—
S
s

was zu zeigen war. Il

Zunéchst brauchen wir nur einfache Spezialfalle.

Satz 4.9 Ist & eine reelle Zufallsvariable mit Dichte f, so haben fir a € R
die Zufallsvariable £ + a die Dichte g(z) = f(z — a), und fir c € R, ¢ # 0,
die Zufallsvariable c& die Dichte g(x) = f (%) /|c|.
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Wir sehen: hinter all den Transformationsregeln fiir Dichten stecken die In-
tegraltransformationssétze der Analysis, im einfachsten Fall also die Substi-
tutionsregel.

Beispiel 4.10 Wir exerzieren das am Beispiel der Gaufverteilung durch.
Eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ¢ hat die Dichte

Obige Formeln liefern

(a) Die Zufallsvariable £ + a, a € R, ist verteilt mit Dichte
g(x) = \/127 e
(b) Die Zufallsvariable o - &, o > 0, ist verteilt mit Dichte
1 _a?
ole) = = o
(c) Die Zufallsvariable o€ +a, 0 > 0, s € R, ist verteilt mit Dichte

1 _(z—a)?
2

9() = V2mo? ¢

Wir schliefen diesen Abschnitt mit der Simulation von normalverteilten
Zufallsvariablen. Dies ist ein schénes und zudem niitzliches Beispiel fiir die
Berechnung von Dichten.

Beispiel 4.11 (Die Box-Muller Simulationsmethode) Die GauBvertei-
lung entzieht sich einer Simulation iiber die Inversionsmethode, da ihre Ver-
teilungsfunktion nicht analytisch zur Verfiigung steht. Approximative Me-
thoden beruhen auf dem Zentralen Grenzwertsatz, vergleiche Beispiel [0.5] ?
geben eine alternative und sogar exakte Methode zur Simulation an. Sie ist
zwar nicht sehr schnell aber dafiir akkurat. Sie beruht auf folgender elemen-
taren Feststellung.

Satz 4.10 (Die Box-Muller Methode) Seien U, und Uy unabhdingige und
identisch auf (0,1). gleichverteilte Zufallsvariablen. Dann sind die Zufallsva-
riablen

Ny = (=2-In0y)"* - cos (2nU),
Ny = (—=2-In0y)"* sin (270),
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beide standardnormalverteilt und unabhdngig..

Beweis zur Box-Muller Methode Zunichst bestimmen wir die Abbil-
dung ¢ aus Satz[A.10] Es gilt

NE=—2-In(U,) - cos® (2nls), N3 = —2-1In (U,) - sin® (270,),
und somit N + N2 = —2-In(U;) und
Uy =exp(— (N2 +N3)/2).
Dariiberhinaus gilt No/N; = tan(27Us), d.h.
Uy = (2m)~" - arctan (Ny / Ny).
Somit ist ¢ auf einer offenen Teilmenge des R? vollen Lebesgue Mafles die
Gestalt
oo ( p1(21,2) > B ( exp(—(:F + )2 ) |
wa(z1, 22) (2m) "t arctan(zq/2)
Die partiellen Ableitungen ¢ sind
Oipr(2) = —z1 - exp (—(2 +23)/2), Oapr(z) = —22 - exp (—(2f + 23)/2)
Oipa(z) = =22/ (27 (2] + 23)), Oapa(2) = 21/ (2m(21 + 23)).

Dies impliziert

1
det J,(2)] = 5 eXP (—(2f + 23)/2)
1

_ W exp (_Z%/Q) . (271)1/2 exp (—23/2) .

Da (U, Us) die Dichte 1(01)x(0,1) hat, kann man den Transformationssatz
anwenden.. O

Eine PASCAL Prozedur fiir die Box-Muller Methode kénnte folgendermaflen
aussehen

PROCEDURE BOXMULLER (VAR N1,N2:REAL);
{returns a pair N1, N2 of independent standard Gaussian varia-

bles}
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{uses FUNCTION U}

CONST pi=3.1415927

VAR U1, U2:REAL;

BEGIN
U1l:=U; U2:=U;
N1:=SQRT(-2*1n(U1))*cos (2*pi*U2) ;
N2:=SQRT (-2%1n(U1) ) *sin(2*pi*U2)

END; {BOXMULLER}

Eine einzelne standardnormalverteilte Variable erhalt man ahnlich.






Kapitel 5

Momente und
das schwache Gesetz
der groflen Zahlen

In diesem Abschnitt geht es um zwei Konzepte:

(i) Wir haben Verteilungen von Zufallsvariablen, sagen wir auf den reellen
Zahlen. Sie mogen durch Dichten gegeben sein, oder auch nicht. Auf jeden
Fall sind das relativ komplizierte Gebilde. Man mochte gewisse Aspekte durch
einfache Kenngréflen herausfiltern. Zum Beispiel interessiert man sich dafiir,
wo man im Mittel landet, wie stark die Grofien streuen, oder wie symmetrisch
die Verteilung ist. Oder man betrachtet eine Klasse von Verteilungen, die
qualitativ dieselbe Gestalt haben, aber quantitativ doch verschieden sind,
und mochte eine davon auszeichnen. Ein Beispiel sind die Gaufverteilungen
aus Abbildung[I.1] die wir schon in den Beispielen [4.6]und kennengelernt
haben. Diese unterscheiden sich voneinander nur durch die Parameter a und
o%. Beide stellen sich als sogenannte Momente heraus.

(ii) Zweitens kommen wir zur urspriinglichen Problematik zuriick. Wir hat-
ten ja das Gefiihl, daf§ die relativen Haufigkeiten des Auftretens von Ereignis-
sen gegen deren Wahrscheinlichkeit konvergieren sollten. Diese Aussage soll
préazisiert werden.

Beide Aspekte sind eng miteinander verkniipft. Denn die Approximation
einer Wahrscheinlichkeit ist natiirlich um so genauer, je geringer die Variable
streut. Diese Zusammenhénge werden wir nun genauer untersuchen.

90
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5.1 Momente von Zufallsvariablen
Zunéchst interessieren wir uns dafiir, was wir im Mittel zu erwarten haben.

Wir geben einige einfache Beispiele.

Beispiel 5.1 Sei im folgenden £ eine integrierbare Zufallsvariable auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P), oder - in Kurzschreibweise - ¢ €
LY, F,P).

(a) Sei zunéchst | < oo, d.h.  endlich, F = PB(2) und P die Laplacever-
teilung, gegeben durch P(w) = 1/|€2|. Dann ist der gewohnliche Mittelwert

7 ) = T S@B((u]) = B(©)

weN we

Seien allgemeiner Q@ = {wy, ... w,} und

P({wi}) = @i, i >0, Y a;=1.
1=1

Dann ist das gewichtete Mittel
EE:CW§(Wz 2{:5 “% {wz = ( )'
i=1

(b) Das tibertréigt sich auf den abzidhlbaren Fall: Sei Q = {wy, wo, ...} abzihl-
bar unendlich, 7 = PB(Q), P(w;) = a;, & > 0 und )_°, a; = 1. Dann gilt

Z Oéig(wz Z 5 wz {Wz = (é)

(c) Seien (€2, F,P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und & eine ele-
mentare Zufallsvariable, d.h.

:inlAi(w), Ay, ... AL EF, 1, ...z, €R.

Dann ist .
i=1

Insbesondere ist E(14) = P(A) falls A € F.
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Der Erwartungswert
B - [ €dp

ist das erste Moment von & € £L1(Q, F,P). Den erwarten wir im Mitte]l] Als
néchstes interessiert die Streuung um den Mittelwert.

Beispiel 5.2 (a) Ist £ eine deterministische Zufallsvariable mit £(w) = 0 fiir
alle w € €, so gilt
E() =0-P(Q) =0.

Sei weiter n eine Zufallsvariable mit
P(n=—-1)=1/2=P(n =1),
so gilt ebenfalls
E(n) =1/2(—-1) +1/2(+1) = 0.

Andererseits streut diese Variable deutlich mehr als £. Dafiir sollten wir ein
Maf etwa der Gestalt

1/2(—=1)2 +1/2(+1)%, 1/2| — 1] +1/2]1], 1/2(=1)* +1/2(1)*

einfithren.

Im Beispiel war E(£) = 0. Die Streuung sollte nicht von der Lage im Raum
abhéngen, die mit dem Erwartungswert festgelegt wird. Er ist der Lageparameter.
Also brauchen wir eine Funktion von £ — E(¢), z.B.

E(l€ —E()]), E((§ —E(£)?), oder E((§ —E(£))"), oder .....

Aus historischen und innermathematischen Griinden wihlen wir zunéichst die
erwartete quadratische Abweichung vom Mittel und nennen sie Varianz V.
Wir fahren mit Beispiel [5.2] fort und schauen, was sich ergibt.

Beispiel 5.3 Fiir £ und 7 aus Beispiel [5.2] ergeben sich
V(§) =0, V(n) = ((1/2)((=1) = 0)* + (1/2)(1 - 0)*) = 1.
Wir brauchen also zweite Momente der allgemeinen Gestalt E(£?) = [ &2 dP

und Mafle fiir die quadratische Abweichung vom Mittel E({) der allgemeinen
Gestalt

E((€ — E(6))?) = / (6 — E(€))* dP.

1JacoB BERNOULLI (1713) nennt den Erwartungswert ‘die Hoffnung’ (eines Spielers,
etwas zu erhalten); den numerischen Wert nennt er ‘Werth meiner Hoffnung’, vgl. ?



5.1. Momente von Zufallsvariablen 93

Jedenfalls spielen Integrale von Quadraten von Zufallsvariablen eine Rolle.
Das fiihrt uns zu folgender Definition:

Definition 5.1 FEine Zufallsvariable & heifst quadratintegrierbar, wenn
£2 integrierbar ist. Der Raum der quadratintegrierbaren Zufallsvariablen wird
mit L2(Q, F,P) bezeichnet. Fiir & € L2(Q, F,P) heifst B(¢?) das zweite Mo-
ment.

Ganz analog definiert man p-te Momente E(£”) und die Rdume
Lr(Q, F,P) = {£ € M(Q,F) : E(|¢]") < 00)}.
Wir stellen elementare Eigenschaften von £2(Q), F,P) zusammen.

Satz 5.1 FEs gelten:

(a) Sind &, n € L2(Q,F,P), soist én € LYQ, F,P),
(b) L%, F,P) ist ein linearer Raum,

(c) L2(Q, F,P) C LYQ,F,P),

(d) Ist & beschrinkt, so ist £ € L*(Q, F,P).

An dieser Stelle st eine Mahnung zur Vorsicht angebracht.

Bemerkung 5.1 Satz (c) steht in scheinbarem Widerspruch zu dem,
was man in der Analysis lernt, ndmlich

LR, B, dx) ¢ L'(R, B!, dx).

In der Tat gelten Satz (c¢) und (d) nur fir endliche Mafle, d.h. Mafe
mit P(£2) < oo. Im Beweis wird némlich wesentlich verwendet werden, daf
E(1q) < oo. Dies ist natiirlich z.B. fiir das Lebesguemafl auf (R, B') falsch,
weil z.B £ == a, a # 0, nicht Lebesgueintegrierbar ist.

Beweis Zunéchst gilt fiir a, b € R, dafl

0<(a+0b)?*=a®>+b*+2ab, 0<(a—0b)?=a*+b*— 2ab,

und also
0 < 2lab| < a® + b*. (5.1)
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Das geniigt im wesentlichen, um die Regeln zu verifizieren.
(a) Die Ungleichung impliziert
LY, F,P)30<|én <& 40* e LY, F,P).
Damit gilt &n € £1(Q, F,P) nach Folgerung 4.1{ und (a) ist bewiesen.
(b) Seien &2, n? € LY(Q, F,P). Dann gilt

E+n)?=E4+n"+20.

Nun sind €2 € £, n? € L', und wegen (a) auch 2én € £, und somit auch
(€ +n)% € L. Damit ist £ +n € L2

Noch einfacher ist
LYQ,F,P) 50 < (ab)? = |a’|E?] € LYQ, F,P),
was wieder nach Folgerung [4.1] (b) die Integrierbarkeit von af impliziert.

(c) Es gilt immer
0< el <€+ 1.

Nun ist 1 = 1 integrierbar, also aus £!, weil IP ein endliches Maf ist. {2 € £!
wurde vorausgesetzt. Also ist die rechte Schranke |¢%| + 1 in £! und damit
auch &, wie behauptet.

(d) Wenn ¢ beschrinkt ist, so auch [€2|, und deshalb ist €2 € £1(Q, F,P) und
somit & € L2(Q, F,P). O

Damit ist die Definition folgender zentrierter und gemischter zentrierter Mo-
mente sinnvoll:

Definition 5.2 Ist £ € L2, so heifst

V(€) = E((§ — E(€))*)

die Varianz von €. Ist € eine Zufallsvariable, so dafi B(£?) nicht existiert,
so ist V() = oco. Hiufig wird die Varianz mit o* bezeichnet. Die Grifie

heifst Streuung von .
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Sind &, n € L2(Q, F,P), so heifit

Cov(¢&,n) = E((§ —E(&))(n —E(n)))

die Kovarianz von & und n. Die beiden Variablen heiffen unkorreliert,
wenn

Cov(&,m) = 0.

Allgemeiner nennt man fir p > 0 den Wert E(¢P) das p-te Moment und
E((¢ —E(&))P) das p-te zentrierte Moment von §.

Bemerkung 5.2 In der Tat sind die obigen Gréflen sinnvoll definiert: Wenn
€% und 7n? integrierbar sind, so auch

(€ —E(6))(n—En)) = &n —EE(n) — E()n + E(E)E(n),

nach Satz [5.1f(a). Also existiert in diesem Fall die Kovarianz. Weil V(§) =
Cov(&,€) ist, existiert auch die Varianz, wenn & € L£%(Q,F,P). Fiir p-te
Momente ist das analog.

Im Fall diskreter Variablen bzw. von Dichten hat man konkrete Ausdriicke.

Beispiel 5.4 Aus den Sitzen und erhilt man unmittelbar:

(a) Ist € eine (endlich oder abzéhlbar) diskrete Zufallsvariable mit Werten
r; € R, 1 <i<mnoderiéeN, und o; = P(§ = x;), so ist die Verteilung
p=.0;e,, und das p-te Moment

E(&P) = fol@(f =) = Zai b,

(b) Hat £ eine Dichte f so gilt
B = [ f(a)do.
Fiir zentrierte Momente gelten analoge Formeln.

Wir stellen einige Rechenregeln zur Verfiigung:

Lemma 5.1 Seien &, n € L2(Q, F,P), a, 3, a, b € R. Dann gelten:
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(a) Homogenitit:

Cov((ag + a), (Bn + b)) = afCov(E, 7).

Insbesondere gilt

V(a€ +a) = a®V(&).
(b) Der Verschiebungssatz:

Cov(&,n) = E(§n) — E(§E(n).

Insbesondere gilt

Beweis Die Beweise sind direkt:

(a) Die additiven Konstanten heben sich wegen des Zentrierens weg, und der
Rest folgt wegen der Homogenitét des Integrals.

(b) Wir rechnen:

Cov(&,n) = E((§ ~ E(€)(n — E())
(

= E(¢n) — E(EE(n)) — E(ME(S)) + E(E(n)E(S))
= E(&n) = 2E(OE() + E(E(n) = E(&n) — E(E)E(n).

Damit gilt der Verschiebungssatz. 0

Unkorreliertheit ist eine schwache Form der stochastischen Unabhéngigkeit
von Zufallsexperimenten. Diese werden wir im néchsten Kapitel studieren.
Zunéchst stellen wir fest, dal der naive Begriff von Unabhéngigkeit durch
die Korrelation abgedeckt ist.

Beispiel 5.5 Der Verschiebungssatz impliziert, dafl
E(¢n) = E(§E(n) genau dann, wenn Cov(&,n) = 0.
Sind € = 14, n =15 A, B € F, so ist das dquivalent zu
P(AN B) =P(A)P(B),

also zur Unabhéngigkeit von A und B.
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Die néchste Interpretation hat mit der Unsicherheit in Zufallsexperimenten
zu tun.

Beispiel 5.6 Fiir Zufallsvariablen & und 7 gilt

V(E+n) =E((E+n)*) —E(+n)°
= E(&) +E(n°) + 2E(En) — E(€)? — E(n)? — 2E()E(n)
= V(&) +V(n) +2Cov (&, n).

Das heifit, dafl
V(E+n)=V(&)+V(n) genau dann, wenn Cov(&,n) = 0. (5.2)

Man kann das so aussprechen: Die Variabilitdt von & 4+ 7 setzt sich nur aus
den einzelnen Variabilitdten zusammen; es kommt kein Beitrag von einer
gegenseitigen Beeinflussung, einem kooperativen Effekt, hinzu.

SchlieBflich stellen wir fest, daf die Kovarianz eine geometrische Interpretation
als Skalarprodukt hat.

Bemerkung 5.3 Die Zufallsvariablen & und 7 seien gleichverteilt mit Wer-
ten z1, ... ,x, und yq, ... ,y,. Sind sie tiberdies zentriert, dann gilt E(£) =
0 = E(n). Bezeichnet (z,y) das euklidische Skalarprodukt auf dem R?, so
schreibt sich die Kovarianz

COV 5 77 Zl‘zyz - .131, al‘n)a(yh 7yn)>7

Sei weiter ||z|| = |(x,z)|'/? die euklidische Norm. Gilt ||z|| = 1 = ||y]|, so
ist also Cov(,n) der Winkel zwischen = und 9E| Im vorliegenden Fall gelten
o(&) = ||z|| und o(n) = ||y|| und deshalb gilt (vgl. Abb.

Cov(,n)

(&) oln)’ (5:3)

cos(p) =

Ganz analog definiert

(& np =Ep(én) = /fn dP

2Sind x,y € R\{0}, so ist der Winkel ¢ definiert durch die Relation cos(¢) =
(@, y)/(ll[llly])
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Abbildung 5.1: Q = {1,2,3} mit Gleich-
verteilung P({i} = 1/3. Zufallsvaria-
blen ¢ und n sind als Vektoren =z =
(6(1),£(2),£(3)) und y = (9(1), n(2), 0(3))
dargestellt. A = {(z,2,2) : z € R} ist die
Diagonale im R3. a = (E(£),E(£),E(§))
und b = (E(n),E(n),E(n)) sind die Pro-
jektionen auf A. Die zentrierten Groflen
x — a,y — b liegen im Orthokomplement
A+t von A, ¢ ist der Winkel dazwischen.

ein (Semi-) Skalarprodukt auf £ und macht ihn zu einem (Semi-) Hilbertraum
mit der (Halb-) Norm ||¢||z2 = E(£2)Y/2 (es gilt nicht, daB8 (¢, &)p = 0 schon
¢ = 0 impliziert; man muB noch zu Aquivalenzklassen iibergehen.) Dieser hat
in Mathematik und Physik {iberaus grofle Bedeutung.

Wir halten fest:

Definition 5.3 Seien & und n Zufallsvariablen, deren Varianz micht ver-
schwindet. Dann heifit die Grdfie

. Cov(En)
(&) - o(n)

Korrelationskoeffizient von & und 7.

Zur Ubung berechnen wir Momente in einfachen Fillen.

Beispiel 5.7 (a) Fiir bindre Zufallsvariablen mit P(§ = 1) = p, P(( =0) =
1 — p, gelten E(£) = p und weil €2 = £ auch E(£?) = p; also gilt nach dem
Verschiebungssatz

V() =p—p*=p(l—p).
(b) Ist & gleichverteilt auf [0, 1], so sind

1 1
E(g):/o xdxz%(lQ—OQ)zl IE:(g?):/O xde:%xSIZE.

Somit liefert der Verschiebungssatz:

V() = E(€?) —E(¢)’ = 1/3—1/4=1/12.
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Eine auf [a,b], a < b, gleichverteilte Zufallsvariable n erhélt man durch die
Transformation n = (b — a)é + a. Die Rechenregeln liefern

a+b

(b—a)*
= .

E(n) = (b—a)/2+a = _

V(n) = (b—a)’V(¢) =

Die einzelnen Varianzen unkorrelierter Zufallsvariablen addieren sich zur Va-
rianz ihrer Summe, wie wir das in Beispiel fiir den Fall von zwei Zufalls-
variablen nachgepriift haben.

Satz 5.2 (Gleichung von Bienaymé) Seien &, ..., &, € L2(Q, F,P) paar-
weise unkorreliert. Dann gilt:

V(Zﬁ) = iwsi)-

“ Irénée-Jules Bienaymé * 28. August
- 1796 in Paris, Frankreich, 119. Okto-
ber 1878 in Paris, Frankreich. Er war
Experte fiir Statistik unter Napoleon
ITI. Seine frithen Artikel beschéftigen
sich mit Demographie and Sterbeta-
feln. Er verallgemeinerte die Laplace-
sche Methode der kleinsten Quadra-
te. Er war Griindungsmitglied bei der
Societé Mathématique de France und
wurde 1875 ihr Président. Er {ibersetz-
te die Werke von CEBYSEV vom Rus-
sischen ins Deutsche.

Beweis Analog zu Beispiel 5.6, Gleichung [5.2] fiir zwei Variablen. O

Man verwendet auch hohere zentrierte Momente zur Charakterisierung
von Verteilungen. Zum Beispiel ist die Schiefe (skewness) gegeben durch

E((§ —E(€)))/o".

Sie ist ein Maf fiir die Abweichung von der Symmetrie um den Erwartungs-
wert. Schliefflich ist der Kurtosis-Fxzeff oder der Exzefs

E((§ —E(&)")/0" =3
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ein Maf§ fiir die Abweichung der Dichte von der Dichte einer Standardnor-
malverteilung. Sie mifit im wesentlichen das Abklingverhalten nach draufien
(light bzw. heavy tails).
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5.2 Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

Wir kehren zu der Frage zuriick, ob empirische Mittel {iber unabhéngige
Wiederholungen von zufélligen Experimenten die Wahrscheinlichkeiten von
Experimenten oder - allgemeiner, Erwartungswerte - approximieren. Naiv ge-
sehen, wire man ja versucht, die Wahrscheinlichkeiten eines Ereignisses iiber
das relative Auftreten bei hdufiger unabhéngiger Wiederholung des Zufalls-
experimentes zu definieren. Dies wurde wiederholt versucht und ist jedesmal
gescheitertﬂ Deshalb haben wir den Wahrscheinlichkeitsbegriff axiomatisch
nach KOLMOGOROV eingefiihrt. Die Gesetze der groflen Zahlen, also die Kon-
vergenz relativer Haufigkeiten gegen Wahrscheinlichkeiten, werden aus die-
ser Axiomatik heraus bewiesen werden. Dies rechtfertigt im Nachhinein die
Axiomatik.

Andrei Andreyevich Markov * 14. Ju-
ni 1856 in Ryazan, Rufliland, { 20.
Juli 1922 in Petrograd ( St. Peters-
burg), RuBland. Markov arbeitete an-
fangs hauptséichlich in Zahlentheorie
und Analysis, Kettenbriichen, Grenz-
werten von Integralen und Approxi-
mationstheorie. Nach 1900 wandte er
Kettenbriiche in der Wahrscheinlich-
keitstheorie an, unterstiitzt durch sei-
nen Lehrer CEBYSEV. Er bewies den
Zentralen Grenzwertsatz unter sehr
allgemeinen Bedingungen.

Wir werden drei wichtige Grenzwertsétze beweisen, namlich das schwache
und das starke Gesetz der groflen Zahlen und den zentralen Grenzwertsatz.
Diese werden unterschiedliche Antworten auf die Ausgangsfrage geben. In
diesem Abschnitt beweisen wir das schwache Gesetz der grofien Zahlen.

Dafiir stellen wir zwei einfache aber fundamentale Ungleichungen bereit.
Diese klassischen Ungleichungen von MARKOV und CEBYSEV erlauben, die
Wahrscheinlichkeit grofler Abweichungen vom Erwartungswert mit Hilfe von
Momenten abzuschétzen.

Lemma 5.2 (Markovsche Ungleichung) Seien n eine Zufallsvariable und

3vON MISES hat versucht, eine Axiomatik auf den relativen Hiufigkeiten aufzubauen.
Dies gelang nicht.
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¢ : Ry — Ry eine isotone Funktion mit p(x) > 0 fir x > 0. Ist p o |n| €
LY(Q, F,P), so gilt fiir jedes e >0, dafs

E
P(ln| > ¢) <

Beweis Es ist

PP =€) = /

{Inl=e}

p(e) dP < /{l . }w(lnl)dP < /w(!nl)dﬂ]’ = E(e(n)).

Damit ist die Ungleichung bewiesen. 0

Die praktische Anwendung fiir uns ist die

Lemma 5.3 (Cebysev Ungleichung) Seien & € £(Q, F,P) und ¢ > 0.
Dann gilt
V(¢)

P~ E(©)] > ¢) < -,

Beweis Setze in der Markovschen Ungleichung n = £ — E(§) und p(x) = x2.

Dies gibt unmittelbar die gewiinschte Ungleichung. ([l

Russische Namen werden in verschiedenen Transskriptionen verwendet; ne-
ben CEBYSEV sind auch TSCHEBYSCHEV oder TSCHEBYSCHEFF und dhnli-
ches gebrauchlich.

Wir brauchen noch eine Vorbereitung; es gilt die folgende gemeinsame
Verallgemeinerung von Satz [4.5 und Satz [4.7}

Lemma 5.4 Seien & eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F,P) und g : R — R eine B(R)-B(R)-mefbare Funktion. Sei ferner
p="Po& ! die Verteilung von &. Dann ist go & € LY(Q, F,P) genau dann,
wenn g € LYR, BY, 1) und, falls eine dieser Bedingungen erfillt ist, gilt:

Ep(go &) =E.(g). (5.4)
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Zwei Portraits von PAFNUTY Lvovica CEBYSEV * 16 Mai 1821 in Oka-
tovo, RuBland, 8. Dezember 1894 in St Petersburg, RuBland. CEBYSEV
war vermutlich der erste Mathematiker, der die Bedeutung der Unglei-
chung fiir ein verallgemeinertes Gesetz der groflien Zahlen erkannte. Sie
heift deshalb auch Bienaymé-CEBYSEV Ungleichung. Zwanzig Jahre
spéter publizierte er eine Verallgemeinerung des zentralen Grenzwert-
satzes von Moivre and Laplace. Er war Lehrer von Markov.

Beweis Fiir elementare Zufallsvariablen ¢ kann man das aus Satz ablesen.
Die nichtnegative g approximiert man von unten durch elementare Funktio-
nen und erinnert sich an die Definition des Erwartungswertes. Die Aussage
fiir beliebige g folgt dann durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil. [

In der Integralschreibweise liest sich (5.4] ) noch anschaulicher, némlich

/go{dP:/gdPof_l.

Wir brauchen das vor allem fiir Momente.

Korollar 5.1 Fuxistiert fiir eine Zufallsvariable & das p-te Moment, so gelten

Be(e”) = [ 2 dPog(a), Eel(€—E©P) = [(@-BOPdPoc ()

Insbesondere hingen Momente von Zufallsvariablen nur von deren Verteilung
ab und Zufallsvariablen mit der selben Verteilung haben auch die selben
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Momente. Die Integrale sind eine anschaulichere Schreibweise fiir [ 1P d Pog ™!
mit der Identitdt [ :— R, z — x.

Der folgende sehr wichtige wahrscheinlichkeitstheoretische Satz wird auch
Satz von KHINTCHINE genannt.

Satz 5.3 (Das schwache Gesetz der groflen Zahlen) Seien
517527 7€n S £2(Q7F7P)

paarweise unkorrelierte Zufallsvariablen mit identischer Verteilunﬂ. Dann
gilt fiir jedes € > 0, dafs

1 < 2
Pl oe—m =) <
wobei m = E(&;) und o* = V(&).

Natiirlich sind m = E(&;) und 02 = V() fiir jedes i € {1, ... ,n}.

Beweis Sei
u 1
= also E( — =m.
Sh ;1 &, also (n Sn) m

Nach der Gleichung von BIENAYME gilt

1 1 1 < 1
V(= 80) = 5 V(S = o Y V(&) = - o®
2 Sh) = VS = 7 V) = o
Nach der CEBYSEV Ungleichung aus Lemma gilt
V(tS, 2
p(|Ls, - m|ze) < T -
n g2 n-e?
Dies war zu zeigen. OJ

4Das heif}t
Pogt :]P’OQ“;1 fiir alle 4, j€{1,...n}.
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ALEKSANDR YAKOVLEVICH KHIN-
CHIN % 19. Juli 1894 in Kondrovo, Ka-
luzhskaya Guberniya, Rufiland, { 18.
November 1959 in Moskau, UDSSR.
Schrieb ‘Recherches sur la structure
des fonctions mesurables’ in Funda-
manta mathematica, 1927. Publizier-
te im selben Jahr iiber grundlegen-
de Gesetze der Wahrscheinlichkeits-
theorie, spéter iiber statistische Physik
und Quantenmechanik. Ebenso arbei-
tete er z.B. iiber Informationstheorie
oder Kettenbriiche.

Wir schlieflen mit einer Bemerkung zur Geschichte des Satzes.

Bemerkung 5.4 Wir beziehen uns auf das Buch ?. JAKOB BERNOUILL
(1654-1705) kannte bereits das schwache Gesetz der grofien Zahlen fiir den
Fall der nach ihm benannten Bernoullischen Versuchsfolgen. Pionierarbeit
leisteten A.J. KHINTCHINE (1894-1959) und A.N. KOoLMOGOROV (1903-

1987).

5.3 Fehler, Fallzahl und Schranke

Schauen wir uns noch einmal die entscheidende Abschétzung im schwachen

Gesetz der groflen Zahlen an:

P(E > 6 - B

> 8) < V&) = K.

ne?

In dieser Abschétzung spielen folgende drei Groien eine Rolle:

(a) Die Prézision € der Schétzung,

(b) Die Fallzahl n,

(c) Die Schranke K fiir die Wahrscheinlichkeit unpréziser Schitzung,.

Alle drei Groflen sollten moglichst klein sein. Es ist jedoch nicht moglich, alle
drei klein zu machen. Es bleiben folgende Félle:
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(i) Man legt fest n, e  und berechnet K
(1) Man legt fest n, K und minimiert ¢
(791) Man legt fest e, K und minimiert n

Dies entspricht folgenden Situationen

Resourcen begrenzt, Prézision gefordert: optimiere Zuverlassigkeit
Resourcen begrenzt, Zuverléssigkeit gefordert: optimiere Prézision
Zuverlassigkeit, Prazision gefordert: optimiere Kosten

In medizinischen Studien ist der letzte Fall von zentraler Bedeutung, ndmlich
die Bestimmung der notigen Fallzahlen. Préazision und Sicherheit sind meist
gesetzlich oder durch den wissenschaftlichen Kodex bereits vorgeschrieben.
Die Aquirierung geeigneter Probanden ist meist duflerst zeit- und kostenauf-
wendig (wie kriegt man 50.000 eineiige Zwillingspaare zusammen?). In loka-
len klinischen Studien hat man héufig sehr kleine Fallzahlen, da oft ein neues
Verfahren nur an einer Klinik und dort nur an der Hélfte der einschlidgigen
Patienten angewandt wird.

Wir geben einige binére Beispiele an. Stellvertretend werfen wir einen
Reifinagel mit den moglichen Ergebnissen < | A , was wir wie iiblich mit
1 und 0 kodieren. Die Ergebnisse «, A kénnen in mannigfaltiger Weise
interpretiert werden, z.B. ‘erzeugt ein Medikament Krebs oder nicht’, ‘ist ein
gefangener Dorsch weiblich oder ménnlich’ usw.

Zunéchst einige Voriiberlegungen. Wir setzen:

- 1 falls <=
T ) 0 falls A

Wir betrachten Wiederholungen &; von £ und versehen den Raum {0,1}"
mit dem Bernoullima$ 3, ,. Dann sind die &; verteilt, wie wir das mdéchten,
namlich mit P(§; = 1) = p=1—P(§; = 0). Ferner ist E(§¢;) = p?, wenn i #
J, denn nur die Kombination (1, 1) liefert mit 1-1 einen nicht verschwindenen
Beitrag. Also gilt Cov = p? —p-p = 0. Die &; sind also paarweise unkorreliert.
SchlieBlich halten wir noch fest, daf3

V(€) =p(1—p) <1/4, fiir jedes p € [0,1].

Die folgenden Beispiele sollen auch ein Gefiihl fiir die Gré8enordnungen ge-
ben.
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Abbildung 5.2: Zwei Hilften eines Geféfles mit Luftmolekiilen und der Fliege

Beispiel 5.8 (Gegeben n, ¢, gesucht K) Das folgende Beispiel orientiert
sich am Urnenmodell von P. UND T. EHRENFEST, also deren Stofzahlan-
satz. In einem Litergefifl seien 0,28 - 10 Luftmolekiile (in der richtigen
Mischung). Jedes ist mit Wahrscheinlichkeit % unabhéngig von den anderen
in der linken bzw. rechten Hélfte. In der linken Hélfte sitzt eine leicht para-
noide Fliege, die schon mehrere Selbsthilfegruppen durchlaufen hat. Sie hat
nun panische Angst, keine Luft mehr zu bekommen, da sich die Molekiile in
der anderen Halfte konzentrieren kénnten. Sie ruft per Handy ihren Psych-
iater an, der die Vorlesung ‘Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung’
besucht hat. Er iiberlegt: Wir betrachten die Zufallsvariablen

13 :{ ? } falls Molekiil { ig;ﬁs S 1<i<n.
Wir nehmen ferner an, dafl das Gas im Gleichgewichtszustand ist, was be-
deutet, daB (&, ... ,&,) auf {0,1}" gleichverteilt ist. Die &; sind paarweise
unkorreliert, wie wir oben festgestellt haben. Die Wahrscheinlichkeit, daf3
rechts mehr als 0,14 - 10%3(1 4+ 10~®) Molekiile sind, d.h. daf auf der Seite
der Fliege ein Anteil von 1079 % fehlt, kann man mit Hilfe des Gesetzes der
groflen Zahlen abschitzen. Wir haben n ~ 0,28 - 10?3 und rechnen

P(;é > 2(1+107) = P(%;g 1L 10

_ %P(’%éf - %) >5-107) = A,

5Das ist ungefahr die Loschmidt-Konstante oder Loschmidtsche Zahl, also die aus der
kinetischen Gastheorie bestimmte Anzahl ng der Molekiile je Liter eines idealen Gases
unter Normalbedingungen. Es ist ng ~ 0,2687-10% m~3. Diese Naturkonstante wurde
1865 von dem 6sterreichischen Physiker Joseph Loschmidt (x1821, 11895) bestimmt.
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Wir setzen V(&) = 1/2—(1/2)? = 1/4 in die rechte Seite ein und bekommen:

V(&) 1/4 1 7
A< = = <2-107°.
—2.n-e2 2.n-25.10"18 2-0,28-1023.1016

Der Psychiater rat der Fliege, dafl sie beruhigt sitzen bleiben und ihm lieber
sein Honorar per Home-Banking iiberweisen soll.

Beispiel 5.9 (Gegeben ¢, K, gesucht kleines n) Sie haben eine Ich-AG
namens StatConsult gegriindet. Ein Kunde gibt Thnen den Auftrag, p bis auf
einen Fehler von 0,01 mit einer Sicherheit von 95 % zu bestimmen. Er bietet
Ihnen 5.000 Euro. Jeder Versuch kostet Sie 1 Euro. Sollten Sie den Auftrag
annehmen?

Gesucht ist also der minimale Stichprobenumfang n mit

P(’%;&—p’ < 0,01) > 0,95, dh.

1 n
]P(‘— - ‘ > 0,01) < 0,05,
n;f p| > ) <

Wir schétzen die Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit ab; da p unbekannt
ist, konnen wir nur die Abschiatzung p(1 — p) < 1/4, die ja fiir p = 1/2
scharf ist, benutzen. Um n nach oben abzuschéitzen, benutzen wir also die
Ungleichungen
V(n
(&) <5-107%

n-10=% " n-4-1074 —
Damit ist hinreichend, daf3
11 1 1 106
>_ .. = = — = 50.000.
TE1T5104102 T 20-10° 20
Sie konnen also aufgrund des schwachen Gesetzes der grofien Zahlen einen
Verlust von 45.000 Euro nicht ausschlieen und lehnen den Auftrag dankend
ab. Hierzu ist zu bemerken, dafl man mit schéirferen Gesetzen der grofien
Zahlen bessere Abschétzungen bekommen kann (man vergleiche das spétere
Kapitel tiber den zentralen Grenzwertsatz). Das obige Geschift wird aber
auch damit nicht lukrativ.

Solche Abschéitzungen sind fiir kleine und grofle Erfolgswahrscheinlichkeiten
p sehr schlecht. Fiir p = 1 etwa reicht n = 1 fiir jedes € und die Irrtumswahr-
scheinlichkeit ist gleich 0.

Man interpretiere nun den Reifinagelwurf um:
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L Medikament ruft Mifibildung hervor

bei Schangerschaft nicht hervor

In solchen Féllen kénnen Fehler folgenschwer sein und die Verfahren sind ex-
trem teuer. Deshalb verwendet man viel Miihe darauf, obige Abschéitzungen
zu verbessern, um die Anzahl n der Versuche, d.h. die Kosten der Tests, bei
hoher Qualitat klein zu bekommen.

Der Vollstandigkeit halber schauen wir uns noch den verbleibenden Fall an:

Beispiel 5.10 (Gegeben n, ¢, gesucht K) Sei die Prézision ¢ = 0,01 der
Schétzung vorgeschrieben und und der Stichprobenumfang n = 1.000. Es ist
wieder

V(&) 1

< .
ne2 — 4.n-e2

Mit den konkreten Zahlen ergibt sich

K =

I 1 1 .
4.m-e2  4-103-10-4 4-.10-r 77

Diese Information ist vollig wertlos, da wir ohnehin wissen, dal Wahrschein-
lichkeiten keine Werte annehmen kénnen, die 1 iibersteigen. Das Beispiel zeigt
aber, daf§ selbst bei moderaten Anspriichen an die Prézision der Schiatzung
subjektiv erstaunlich hohe Stichprobenumfinge n erforderlich sind, um zu-
verldssige Schéitzungen zu gewéhrleisten.






Kapitel 6

Stochastische Unabhangigkeit
und das starke (esetz
der grofien Zahlen

Die folgende naive Definition der stochastischen Unabhéngigkeit zweier Fr-
eignisse ist gelaufig:

Definition 6.1 Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Ereignisse
A und B aus F sind stochastisch unabhdngig, wenn

P(AN B) = P(A)P(B).

Es besteht ein enger Zusammenhang zu Unkorreliertheit, wie wir in Beispiel

gesehen haben:

Zwei Ereignisse A und B sind stochastisch unabhéngig genau
dann, wenn ihre Indikatorfunktionen 14 und 1 g unkorreliert sind.

In der Tat konnten wir das wichtige Schwache Gesetz der groflen Zahlen in
Satz fiir paarweise unkorrelierte Zufallsvariablen beweisen. Es zeigt sich,
daB (paarweise) Unkorreliertheit ein haufig zu schwacher Unabhingigkeits-
begriff ist. Viele wesentliche Aussagen lassen sich unter dieser Voraussetzung
nicht oder nur unter grofem Aufwand beweisen. Deshalb verfeinern wir den
Begriff der Unabhéngigkeit in diesem Abschnitt.

Anschlieflend werden wir zwei wichtige Aspekte der Wahrscheinlichkeits-
theorie diskutieren:

111
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- Zum ersten liefern wir die Rechtfertigung der Kolmogorov Axiomatik.

Sie leistet tatsdchlich, was sie sollte: Im wesentlichen sind die Wahr-
scheinlichkeiten von Ereignissen die Grenzwerte der relativen H&aufig-
keiten vieler unabhéngiger Wiederholungen der entsprechenden Expe-
rimente. Dies ist die wesentliche Botschaft des Starken Gesetzes der
groflen Zahlen. Der Witz ist nur, dafl dies nicht fiir alle Folgen der
Ausgénge gilt, sondern nur fiir Mengen von Folgen der Wahrscheinlich-
keit 1. Deshalb brauchten wir den Wahrscheinlichkeitsbegriff vorab.
Nachtréaglich stellt sich die Axiomatik jedoch als verniinftig heraus.

Ein wichtiges Instrument - auch fiir den Beweis des starken Gesetzes
der groflen Zahlen - sind sogenannte 0-1-Gesetze. Sie sagen, dafl die
Wahrscheinlichkeit fiir terminale Ereignisse, welche die unendliche Zu-
kunft betreffen, nur 0 oder 1 sein kénnen.

6.1 Unabhéingige Zufallsvariablen

Bevor wir uns der eigentlichen Definition zuwenden, hinterfragen wir die
elementare Definition [6.1]

Beispiel 6.1 Selbst diese simple Definition ist tiickisch. Die zeigt sich beim
Versuch, sie zu interpretieren. Das Problem liegt in erster Linie in der No-
menklatur. Umgangssprachlich bedeutet ‘unabhéngig’, dal die Ereignisse in
keinerlei kausalem Zusammenhang stehen. Die naive Definition leistet das
nicht: Wir betrachten den zweimaligen Wiirfelwurf mit der Gleichverteilung
auf {1, ... ,6}* und die Ereignisse

A Augensumme gleich 7, B erster Wurf ist 6.

Dann gelten

und deshalb

|A|=6, |B|=6, |[ANB|=1L.

Somit ist

IP(AHB):%:
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d.h. A und B sind stochastisch unabhéngig, obwohl eine ‘kausale Abhéngig-
keit” zwischen diesen Ereignissen bestehen sollte.

Betrachten wir dagegen
A Augensumme gleich 6, B erster Wurf ist 5.
so gilt

A = {<175)7(2> )7(37'?))7(472)7(571)}7
B = {<5’1)?(572)7(573)’(574)7(5>5)7(576>}a

und deshalb
|A| =5, |B|=6, |AnB|=1.

Damit ist
5 5

1 1
P(ANB) = o2 # 5o = = - = = P(4) - B(B)

und A und B sind abhéngig.

Wir lernen: Die naive Interpretation des Begriffes ‘stochastisch unabhéangig’
kann in die Irre fithren. Um das genauer zu verstehen, mufl man tiefer graben
(es gibt schliissige Erklérungen).

Definition [6.1] soll nun auf mehrere Ereignisse erweitert werden. Dies ist des-
halb wichtig, weil wir ja ganze Folgen von Zufallsexperimenten betrachten
wollen. Betrachten wir drei Ereignisse A, B und C' statt zwei Ereignissen;
dann wére das Analogon von Definition die Identitét

P(ANBNC) =P(APB)PC). (6.1)

Schon dieser einfache Fall geht iiber obige paarweise Unkorreliertheit oder
paarweise Unabhéngigkeit hinaus.

Beispiel 6.2 Sei Q = {0,1}? mit Gleichverteilung P. Wir schauen uns drei
Ereignisse an, und schreiben uns die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten auf:

A={1} x{0,1}, P(A)=1/2; AnB={(1,1)}, P(ANB)=1/4;
B={0,1}x {1}, P(B)=1/2;, BnC={(1,1)}, P(BNC)=1/4;
C=1{(0,0),(1,1)}, P(C)=1/2 CnA={11)}, PCNA) =1/4

Deshalb sind die Ereignisse A, B und C' paarweise unabhéngig. Sie erfiillen
aber nicht die erweiterte Identitét (6.1]), denn

P(ANBNC) =P{(1,1)}) = 1/4 £ 1/8 = P(A)P(B)P(C).
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Die geeignete Definition ist:

Definition 6.2 Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine nichtleere
Familie (A;)ier in F heifst unabhdngig, wenn fir jede endliche Teilmenge

J # 0 von I gilt:
P(()4,) =TT P4)).

JjeJ jeT

Gilt dies nur fir | J| = 2, so heiffen die A; paarweise unabhdngig.

Die unmittelbare Verallgemeinerung auf Zufallsvariablen lautet:

Definition 6.3 Eine Familie (&)icr von Zufallsvariablen auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, F,P) heifst unabhdngig, falls

P(¢ € By, jeJ)=]]P( € By)

jeJ
fiir jedes O # J C I, |J| < oo, und alle B € B(R).

Beispiel 6.3 Seien Q@ = [0,1]", F = B(Q) und P = A\". Dann sind die
Projektionen

ngQ%R, (xl,...,l’n)'—)l’j
unabhingig: Seien {ji, ...,jx} C {1,...,n} und By, ... By € B([0,1]).
Dann gilt:

k k

P(€j1 € By, ... 7£jk € Bk) = H)\(B]) = H}P(fh C Bz)

i=1 i=1

Wir konnen uns das Leben leichter machen:

Satz 6.1 Die Zufallsvariablen &y, . .., &, auf (2, F,P) sind unabhingig genau
dann, wenn

n

P& <ys1<i<n)=]]P&<w) (= H I, (yi)) , i eR. (6.2)

=1

Beweis Sind &, ..., &, unabhéngig, so setzt man in Definition J =
{1, ... ,n} und B; = (—o0,y;] und erhilt (6.4).
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Wir beweisen die umgekehrte Richtung. Zunichst zeigen wir

n

P(§ € By, € Ay, ... 6 € Ay) =P(6 € By) HP(&' € A;) (6.3)

=2

fir alle B; € B(R) und Ereignisse A; = {§ < y;} mit y; € R, 2 < i < n.
Betrachtet man in (6.4)) den Grenziibergang y; — 00, so ergibt sich

n

P& <y;2<i<n)= HP(& < ).

=2

Ist also P(& < y;;2 < i < n) =0, so wird (6.3) zu 0 = 0 und ist somit
richtig. Sei also P(&; < y;; 2 < i <mn) > 0. Dann ist die Abbildung

P{&{ € Bi,§s € Ay, ... 6 € Ay}
P{& € Ay, ... & € Ay

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf B(R). Sei ferner u; die Verteilung von &;:

B> Bl — Vl(Bl) =

[Ll(Bl) = ]P)(Sl € Bl), B € B(R)

Dann zeigt die Voraussetzung, daf fiir jedes B; der Form {& < y} die
Relation
vi(B1) =P(& <) = (Ar)

gilt. Die Wahrscheinlichkeitsmafle v; und pq stimmen also auf einem durch-
schnittstabilen Erzeuger von B(R) iiberein und sind somit wegen Satz
sogar gleich. Damit ist (6.3)) bewiesen.

Man verfahre ebenso mit By, By € F und Az, ..., A, vom Typ (—o0, y;]

und iteriere das Verfahren. Dies liefert die gesamte Aussage. O
Zusatz 6.1 Die Ereignisse Ay, ..., A, sind unabhdingig genau dann, wenn
die Komplemente AS, ..., AS unabhdngig sind.

Beweis Seien {, = 14, die charakteristischen Funktionen der Aj. Dann
gelten

P(fl 2 Y1y - aén 2 yn) = ]P)(Al n---N An)a P(Sk 2 yk) = ]P)(Ak)

falls alle 0 < yr < 1. Wegen der Unabhéngigkeit gilt die Produktformel

n

P& > yi; 120 >n) = [[ P& > w)- (6.4)

i=1
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Fiir die iibrigen y; ist diese Formel ebenfalls leicht einzusehen. Wértlich nach
demselben Beweis wie fiir Satz schlieft man auf die Unabhéngigkeit der
&.. Damit sind die Komplemente A§ = &, '[(—o0,1/2] unabhingig. Die Um-
kehrung gilt wegen (A%)¢ = Ay. O

Bemerkung 6.1 Jede dieser Bedingungen ist dquivalent zur Unabhingig-
keit der Indikatorfunktionen.

Folgender Satz macht eine Aussage iiber die Vergroberung einer Familie von
Zufallsvariablen.

Satz 6.2 Seien die Zufallsvariablen &1, ... &ny Entts - - -, Enar unabhdngig, o :
R* — R Borelmefbar und & = p(Epit, ... Enyr). Dann sind die Zufallsva-
riablen &1, ..., &y, & unabhdngig.

Beweis Nach Satz [6.1] geniigt es zu zeigen, daf3

n

P& <y bn SmE Syt =PE <y)- [[P& <)
=1

= P((fn-i—la s 7€n+k € A) : HP(& S yi)? (65)
i=1
fir A={zecR":p(z1,...,2) <y}

Die Menge A ist von der Gestalt
A={zeR: ¢(xy,...,2;) € B}, BeB.

Nach Voraussetzung ist richtig fiir Ereignisse A der Produktgestalt A =
H§:1{$j < y;}, durch Differenzbildung auch fiir A = H?Zl(zj,yj], also fir
offene Mengen in R*, also fiir abgeschlossene Mengen in R*, also fiir A =
™ (o0, y]]. O

Fiir praktische Zwecke verallgemeinern wir noch einmal. Eine Familie un-
abhéngiger Zufallsvariablen teilen wir in endliche Gruppierungen auf und
betrachten Funktionen dieser Gruppen (z.B. die Gruppenmittel). Dann blei-
ben diese Funktionen unabhéngig.

Folgerung 6.1 Sei (§;)ic; eine Familie unabhdngiger Zufallsvariablen, und
sei I die disjunkte Vereinigung von Teilfamilien [Ty, mit |Jx| < oo. Seien
ferner die Funktionen

op - RIEL 5 R
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Borelmefbar. Dann ist die Familie

<80k o (fi)iejk) .

>1

unabhdngig.

Beweis Ubung. U

Unabhéngigkeit vereinfacht die Berechnung von Erwartungswerten:

Satz 6.3 Sind die Zufallsvariablen & und n unabhdngig und integrierbar, so
st auch &n integrierbar und es gilt

E(&n) = E(€)E(n).

Beweis Der Satz gilt fiir elementare Zufallsvariablen: Seien ¢ und 1 von der

Gestalt
=) mla, n= Y yls

1<i<m 1<j<n

mit paarweise disjunkten Ereignissen A, € F bzw. B; € F und paarweise
verschiedenen Werten x; bzw. y;.

Weil £ und n unabhéngig sind, gilt
P(A;N Bj) =P(§ = x5, n =y;) = P(§ = ) - P(n = y;) = P(A;) - P(By).
Damit konnen wir rechnen:

E(én) = Z%%P(Ai NB;) = Z 2y P(A;)P(B;)

= D aiP(A) D yP(B) = E(OE®).

Die Verallgemeinerung auf beliebige &, € £! erfolgt durch Approximation
durch elementare Zufallsvariablen. O

Der Satz zeigt die Verbindung zur Korrelation.

Folgerung 6.2 Die Elemente einer unabhdngigen Familie von Zufallsvaria-
blen in L? sind paarweise unkorreliert.
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Beweis Mit ¢ und 7 sind auch £ — E(¢) und n — E(n) unabhéngig nach
Folgerung [6.1} Also gilt die Aussage unmittelbar nach Satz [6.3] O

Wir geben ein verwirrendes Beispiel an.

Beispiel 6.4 Ein vorteilhaftes Spiel, bei dem man verliert:
Eine Anwendung des Schwachen Gesetzes der grofien Zahlen

Folgendes Spiel wird vorgeschlagen: Man werfe n mal ‘unabhéngig’ eine faire
Miinze mit Ergebnis w = (wy,...,w,) € {0,1}". Das Startkapital sei der
Einfachheit halber Sy = 1. Das Kapital nach der n-ten Runde sei S,(w),
rekursiv definiert durch

_f5/38,-1(w) falls w, =1
Snlw) = { 1/2 S, 1(w) falls w, =0.

Um zu entscheiden, ob wir diese Spiel mitmachen, analysieren wir es. Dazu
fithren wir die unabhéngigen Zufallsvariablen &; ein, gegeben durch

[ 5/3 falls w, =1
&ilw) _{ 1/2 falls w, =0.

Damit gilt S,, =& - & - ... - &,. Ferner sind
5 1 10 3 13
E i) = = _ = — _— = —
(&) 6 * 4 12 * 12 12

und deshalb gilt

E(S,) =E(&) - - -E(&,) = <g) — 00, N — 0.

Das Spiel ist also vorteilhaft; die Erwartungswerte des Kapitals wachsen mit
der Zahl der Runden und werden beliebig grof.

Andererseits stellen wir fest:

1 1 ) 1 1 6 1 1

Sei ¢ = —m/2 > 0; nach dem schwachen Gesetz der groen Zahlen gilt:

P(%gln@—m

§5> — 1, n — o0.
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Weil In S, = >, In¢; ist, folgt:

|
P(—m&—mg—%)—%Ln—%w.
n

Fiir groles n gilt also mit Wahrscheinlichkeit nahe 1 die Abschétzung
S, <expn-m/2.

Da m < 0, strebt der Kapitalstand ziemlich rasch gegen 0 und man ist mit
hoher Wahrscheinlichkeit bald ruiniert. Allerdings erzielt man mit kleiner
Wahrscheinlichkeit hohe Gewinne.

Warum haben wir das letzte Beispiel erst an dieser Stelle gebracht? Das
schwache Gesetz der groflen Zahlen gilt doch fiir paarweise unkorrelierte Zu-
fallsvariablen und Unabhéngigkeit wére eigentlich nicht nétig.

Bemerkung 6.2 Unkorrelierte Zufallsvariablen £ und 7 bleiben nach linea-
rer, bzw. affiner Transformation, also vom Typ

p:R— R, x+—axr+a, ao,aclR,
unkorreliert, weil nach Lemma [5.1

Cov(at + a), (B +b) = afCov(£,n).

Fiir nichtlineare Transformationen wie x — Inxz gilt das nicht notwendiger-
weise.

Das folgende Beispiel ist praktisch relevant.

Beispiel 6.5 (Monte-Carlo Integration) Das Ziel ist die maschinelle In-
tegration einer Funktion f, insbesondere, wenn man keine Stammfunktion
kennt, bzw. keine Zeit hat, oder unfihig ist, sie zu bestimmen.

Sei f :[0,a] — [0,b]. Man erzeuge unabhéngige und gleichverteilte Zufalls-
variablen U,V auf [0, al, [0,b]. Dann ist (U, V') gleichverteilt auf [0, a] x [0, b].
Unabhingige Wiederholung liefert gleichverteilte, unabhéngige Zufallsvaria-
blen (U;, V;) mit Werten in [0, a] x [0, b]. Wir zéhlen die Treffer auf die Fléiche
zwischen der z-Achse und dem Graphen,

A={(z,y):0<2<a,0<y < f(2)},
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was durch die unabhéngigen Zufallsvariablen
ni = 14(U;, Vi)
kodiert wird. Es gilt natiirlich wegen der Proportionalitit der Flachen

_ foa f(x)dx

]E(Th) = P(A) ab

Nach dem Gesetz der groflen Zahlen gilt
1 n
- 2; i ~ P(A)

d.h.
a 1 n
/ f(:t)da:%wb-EZm.
0 i=1

mit hoher Wahrscheinlichkeit.

6.2 Folgen unabhingiger Zufallsvariablen

Jetzt kommt eine interessante Konstruktion. Wir werden sehr viel iiber Fol-
gen von unabhéngiger Zufallsexperimenten sprechen. Wir konstruieren jetzt
Folgen (&;);>1 mit vorgegebenen Verteilungen ;.

Sei Q = (0,1], F = B(Q2), P = A\|F mit dem Lebesguemali A\. Weil wir
iiber reelle Zahlen sprechen, ist es anschaulicher das Symbol = anstelle von w
zu verwenden. Jede reelle Zahl x € (0, 1] ist eindeutig charakterisiert durch
ihre nicht abbrechende Dualentwicklung

T = Z dp(x)27",

n>1

Dies definiert Abbildungen
d, : (0,1 — {0,1}, x > dp(x), n € N.
Fiir diese gelten:

Lemma 6.1 Die Zufallsvariablen d,, sind unabhdngig und gleichverteilt auf

{0,1}.
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Beweis Fiir jede endliche Teilmenge I C N gilt
P(dy = 0, keI) =21 =T][P(d=0d), & €{0,1}.
kel

Daraus folgt die Behauptung. O

Damit hatten wir fiir bindre Experimente wie faire Miinzwiirfe usw. be-
reits ausgesorgt. Jetzt wollen wir sogar eine entsprechende Folge von reell-
wertigen Zufallsvariablen konstruieren. Fiir jede einzelne Variable bendti-
gen wir abzéhlbar viele der d;, da sie ja abzéhlbar viele Stellen haben muf.
Wir miissen also die abzéhlbare Indexmenge N geschickt in abzéhlbar vie-
le abzéahlbare Teilmengen zerlegen. Das machen wir iiber eine Bijektion n :
N x N — N: der erste Index wird zum Index der Zufallsvariablen und der
zweite Index wird zur Nummer der Nachkommastelle.

Lemma 6.2 Sein: N x N — N sei bijektiv; man setze

d;j
dij = dugij), Mk = 2-;
1<j<k

Dann existieren die Zufallsvariablen
n; = lm 7, = sup n,
k—ro0 k
diese sind unabhdngig und gleichverteilt auf [0, 1.

Beweis Fiir festes k£ sind dann die Zufallsvariablen 1y, 1ok, . . . unabhéngig
nach Folgerung 6.1} Man betrachte die Indizes 1 < i < 4g, bilde Gruppen

{d117 SRR dlk}7 {d217 s 7d2k}7 ey {diola s 7di0k}7

und die Funktionen 7, dieser Gruppen.

Ferner gilt n;, 1 fiir £ — oo, weil ja immer mehr Stellen hinzukommen. Seien
nun

ni = lim 7, = sup n;.
k—o00 k
Weil die n;; mit k aufsteigen, gilt

i < vt 4 {mi <wi}, k= oo.
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Somit konnen wir aus der Unabhéngigkeit
Py <y, 1 <i<n)= HIP’(mk <) firjedes k
i=1

der n;. folgern, daf3
P((n <wi) 1 <i<n)=]]Pm <w)
i=1
Deshalb gilt die Produktformel fiir die 7; und (7;);>1 ist eine Folge unabhdngi-
ger Zufallsvariabler. Nach Konstruktion sind die n; gleichverteilt auf (0, 1].
0

Jetzt kommt die leichteste Ubung; wir miissen aus den gleichverteilten Zu-
fallsvariablen solche mit vorgegebenen Verteilungen machen. Dazu erinnern
wir uns an die verallgemeinerten Inversen (6.2) von Verteilungsfunktionen F,

namlich
F~(zx)=sup{y e R: F(y) <z}, z€(0,1).

Satz 6.4 Seien p; Wahrscheinlichkeitsmafe auf B(R) mit den Verteilungs-
funktionen F;. Dann sind die Zufallsvariablen & = F; (n;) mit n; aus Lemma
unabhingig und jeweils gemdf der u; verteilt.

Beweis Die & haben jeweils die Verteilung u; nach Beispiel [3.6] Sie sind
unabhéngig nach Folgerung [6.1] O

Etwas abstrakter formuliert liest sich das so:

Satz 6.5 Seien u;, i € N, WahrscheinlichkeitsmafSe auf B(R). Dann gibt es
einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) und eine Folge unabhdingiger Zu-
fallsvariablen &, i € N, auf diesem Raum mit den Verteilungen p; = Po & .

Man kann das in einen allgemeineren Rahmen einbetten. Dann konnen wir
den Fall diskreter Verteilungen elegant miterledigen. Dazu bedarf es einiger
zusétzlicher Begriffe.

Definition 6.4 Seien (9;, F;) Mefiraume. Eine Teilmenge der Gestalt

Q:HQiDB:{(wn)OO €EQ:w, €B;,iel}

n=1
i=1
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mit I C N, |I| < 0o, und Ereignissen B; € B(R) heifst Zylindermenge. Die
von den Zylindermengen auf Q) erzeugte o-Algebra

®]—} =0{B C Q: B Zylindermenge}

i=1
heift Produkt-c-Algebra auf dem Produktraum [[;°, Q. Der Meffraum
(TT2, %, @2, Fi) ist das Produkt der Mefiraume (€, F;).

Die folgende Aussage ist klar:

Lemma 6.3 Wahrscheinlichkeitsmafe auf Produktriumen sind durch ihre
Werte auf den Zylindermengen eindeutig bestimmd.

Beweis Zylindermengen bilden einen durchschnittstabilen Erzeuger der Produkt-
o-Algebra. U
Damit hat folgende Definition einen Sinn.
Definition 6.5 ( und Satz) Seien (£, F;, 1;) Wahrscheinlichkeitsraume. Ein
Wahrscheinlichkeitsmafs @, i auf (T2, Qi Q4o Fi) mit

®,ui({(wn)ff:1 €EQ:w, €B;,iel})= H,ui(Bi)

i=1 iel

fiir jede Zylindermenge heifst Produktmaf$ (der Mafe y;).

Beweis Falls es ein Produktmafl gibt, so ist es eindeutig bestimmt wegen
Lemma [6.3] Ul

In der Tat existiert das Produktmafl immer, wie man in der Mafitheorie zeigt.
Die obige Konstruktion liefert es zumindest fiir wichtige Spezialfille. Sei dazu
B> das Produkt der Borel-o-Algebren.

Satz 6.6 Seien p; Wahrscheinlichkeitsmafle auf B(R). Dann existiert der
Produktraum (RN, B>, Q7| 1)
Beweis Die Abbildung

¢:(0,1] — RY, z+— (&(w)Z,
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mit den Zufallsvariablen & aus Satz [6.4] ist mefibar beziiglich B((0, 1]) und
@2, B(R). Ihr Bildmaf erfiillt fiir jede Zylindermenge B die Bedingung

Pow ' (B) = i (Bi,) - -+ - i (Bi,)-

und ist somit nach Satz [6.5] das Produktmas. O

Natirlich haben wir das alles nun auch fiir endliche Produkte.

Bemerkung 6.3 Endliche Produkte (Rd,Bd,®?:1 wi), i+ = 1, ... ,d, sind
analog definiert und existieren. Zum Beweis definiere man beliebige Wahr-
scheinlichkeitsrdume (R, B, ;), i = n+ 1, ..., bilde das unendliche Produkt
und anschliefend

\d

6.3 0-1-Gesetze

Wir wiederholen ein Zufallsexperiment sehr oft und fragen nach der Wahr-
scheinlichkeit, dafl gewisse Ereignisse unendlich oft oder auch nur endlich
oft eintreten. Mit solchen Fragestellungen haben wir es zum Beispiel zu tun,
wenn wir iiber Konvergenz von Zufallsvariablen reden.

Um dies zu illustrieren betrachten wir eine Folge von Zufallsvariablen
&k, k> 1, sowie eine weitere Zufallsvariable &, und fragen nach der Menge
derjenigen w € €2, fiir die

&r(w) — €(w), k — oo.

Dazu erinnern wir uns an die Epsilontik aus der Analysis: fiir jedes w € €2
gilt, daf

(w) —é(w) <= Vex>03dn.>1VEk>n.: [&w) —Ew)| <e.

Deshalb ist

fweQigw) » @)= (U NiweQ:law —&wl <),

e>0 ne>lk>ne
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Insbesondere spielen hier Ereignisse der Gestalt

lim inf Ay, = UM A

n>1k>n

eine wichtige Rolle. Diese Menge heifit Limes inferior der Mengen Aj. Im
konkreten Fall handelt es sich um die Ereignisse

Ap ={w € Q1 [G(w) — §(w)| < e}

Bei Konvergenzbetrachtungen treten natiirlich auch die Komplemente auf,
im vorliegenden Fall also

A ={w € Q: [G(w) = §(w)| = e}

1. Bild: FELIX EDOUARD JUSTIN EMILE BOREL, % 7. Januar 1871 in
Saint Affrique, Aveyron, Midi-Pyrénées, t 3. Februar 1956 in Paris. Er
schuf die erste effektive Theorie fiir Mafle von Mengen von Punkten.
Zusammen mit RENE BAIRE und HENRI LEBESGUE begriindete er die
moderne Theorie von Funktionen reeller Variablen. Von 1925 bis 1940
war er franzosischer Marineminister. Nach einer kurzen Haftzeit unter
dem Vichy-Regime arbeitete er fiir die Résistance.

2. Bild: FRANCESCO PAoOLO CANTELLI, * 20. Dezember 1875 in Paler-
mo, Sizilien, T 21. Juli 1966 in Rom. Zunéchst beschéftigte er sich mit
Problemen in Astronomie und Himmelsmechanik. Spéter behandelte er
Themen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie und deren Anwendungen.
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Die Wahrscheinlichkeiten solcher Mengen werden im schwachen Gesetz der
groflen Zahlen abgeschétzt. Die de Morganschen Regeln stellen schlieflich die

Beziehung
<U ﬂAk> ﬂUA —hmsupAk

n>1k>n n>1k>n
her. Diese Ereignis heiflt Limes Superior.
Wenden wir uns der allgemeinen Situation zu. Dazu betrachten wir Fol-

gen Aj, Ay, ... von Ereignissen und fragen nach der Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses, dal unendlich viele der A; eintreten. Es ergibt sich

ﬂ U A, = limsup Ay.

n>1k>n k=1

Im Klarttext heifit das, dafi es fiir jedes n einen grofleren Index k gibt, so
daB3 A eintritt. Dies ist die mathemathische Chiffre fiir ‘immer wieder’ oder
‘unendlich oft’:

ﬂ U A ={w € Q:w e A fiir unendlich viele k}.

n>1k>n

Der folgende Satz heifit ‘Lemma’. Oft sind in der Mathematik sogenannte
Lemmata von zentraler Bedeutung und {ibertreffen viele sogenannte Theore-
me in ihrer Bedeutung. Ein Beispiel ist das - wieder sogenannte - ‘Zornsche
Lemma’, das eigentlich ein zentrales Axiom der gesamten Mathematik (dqui-
valent dem Auswahlaxiom und dem Wohlordnungssatz) ist.

Lemma 6.4 (von Borel-Cantelli) Fiir eine Folge von Ereignissen Ay, As, . ..
gelten:

(a) falls > 77 P(Ax) < 00, so ist P(A*) =0;
(b) falls Y02 P(Ax) = oo und (Ag)g>1 unabhingig ist, so gilt P(A*) =1

Teil (a) des Satzes ist trivial. Er wird oft als Satz von Borel zitiert. Die
eigentliche Aussage ist Teil (b).

Beweis Teil (a) gilt, weil

<l~J‘4k> < jg: (/4k)-——$ 0, n — o0.

k>n k>n
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Wir beweisen nun Teil (b).
Wir werden zeigen, daf} fiir das Komplement des Limessuperior gilt:

P(A*) = (U N AC> = 0. (6.6)

n>1k>n

Dann ist P(A*) = 1 wie behauptet und es gilt die Aussage (b). Nach dem
Stetigkeitssatz gilt, daf3

N
P(ﬂAg) = lim P(ﬂAg).
>n =n

Wir betrachten also die Durchschnitte auf der rechten Seite. Um ihre Wahr-
scheinlichkeit abzuschétzen, erinnern wir uns an die elementare Ungleichung

mher<z—1, >0, In(l—2)<-z <1,

Daraus folgt fiir n < N und 0 < a; < 1, daf
N N
In H(l —a;) < — Zai (6.7)

Da nach Folgerung mit den A; auch die Komplemente A unabhéngig
sind, haben wir mit (6.7)), dafl

N N
lnIP’<ﬂA§):1nHIP(AC Zlm— : ZIP’

Komposition mit der Exponentialfunktion liefert

P ((N] Ag) < exp ( - i]P’(Ai)) (6.8)

=n

Weil
Z]P’ —>Z]P’ n — oo,

konvergiert die rechte Seite von . ) fiir festes n und N — oo gegen 0, d.h.
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und deshalb
P(A*) =0,

wie in postuliert. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Die folgende Erweiterung von Teil (b) erweitert den Anwendungsbereich
betrachtlich.

Korollar 6.1 Sei Ay, Ay, ... eine Folge von Ereignissen. Sie enthalte eine
Teilfolge (Ap, )k>1 unabhingiger Ereignisse mit

Z P(A,,) = .
k=1

Dann treten mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich viele der A,, ein, d.h.

P{w € Q:w € A, fir unendlich viele n} = 1.

Folgende Sprechweise ist iiblich.

Definition 6.6 FEine Aussage A(w) tber w € Q gilt “P-fast sicher”, wenn
P({w € Q: Die Aussage A(w) ist wahr}) = 1.

Also spricht man z.B. Lemma[6.4]b) so aus: Fast sicher treten unendlich viele
der A; auf.

Beispiel 6.6 Wir betrachten einfache Beispiele:

(a) Wir werfen eine Miinze unendlich oft unabhéngig. Die Wahrscheinlichkeit,
dafl in einem einzelnen Wurf ‘Kopf’ fillt, sei p > 0. Ay sei das Ereignis, dafl
beim k-ten Wurf ‘Kopf’ féllt. Dann gilt

D P(A) =) p=oc.

00
k=1 k=1

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli fallt also fast sicher unendlich oft
‘Kopt’. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir ‘Zahl’.

(b) Wir fahren mit (a) fort und fragen nach der Wahrscheinlichkeit, daf
unendlich oft zweimal hintereinander ‘Kopf’ féllt. Dazu betrachten wir die
Ereignisse

Ay, = {k-ter Wurf ‘Kopf” und k + 1-ter Wurf ‘Kopf’}.
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Die Ereignisse A; sind nun nicht mehr unabhéngig, sehr wohl jedoch die
Ereignisse Ag,. Wegen P(A;) = p?> > 0 und Lemma hat das fragliche
Ereignis die Wahrscheinlichkeit 1. Diese Methode 148t sich natiirliche auf be-
liebige Folgen anwenden, wobei die fraglichen Wahrscheinlichkeiten die Form
p" haben. Wir beobachten, eine solche Folge mit Wahrscheinlichkeit 1 auf-
tritt, wie klein ihre Wahrscheinlichkeit auch sein mag

(c) Diese Argumente funktionieren natiirlich auch mit einem Wiirfel mit 26
Seiten, die durch das Alphabet kodiert seien. Folgen, die die Bibel oder Goe-
thes Faustreprésentieren sind endliche Folgen mit zwar kleiner, aber positiver
Wahrscheinlichkeit. Also enthalten zufillige Folgen von Zeichen mit Wahr-
scheinlichkeit 1 sowohl die Bibel, als auch den Faust , und auch alle an-
deren Werke der Welt- und Schund- und wissenschaftlichen Literatur sowie
alle Ausgaben der Bild- und Abendzeitung - und das alles sogar unendlich
oft. Hatten wir also einen sehr langlebigen Affen, so kénnte der alle Werke
der Weltliteratur Schreibenﬂ Die Auflosung dieses Paradoxons liegt natiirlich
darin, dafl wir die Wartezeiten auf solche Ereignisse berechnen miifiten; diese
wiren gigantisch. Dies wiare fiir uns durchaus machbar, aber die Zeit reicht
in dieser Vorlesung leider nicht aus.

(c¢) Wir ziehen unabhéngig aus abzdhlbar unendlich vielen Urnen. Die n-te
Urne enthalte eine weifle und n — 1 schwarze Kugeln. Aj, sei das Ereignis, dafl
im k-ten Zug eine weifle Kugel erscheint. Es gilt

ZP(Ak) = Z% = 00,

d.h. man zieht fast sicher unendlich oft eine weifle Kugel.

LJONATHAN SWIFT hat diesen Effekt geahnt und in seinem Werk ‘Gullivers Reisen’
verarbeitet, 7, um 1726. An der ‘groflen Akademie von Lagado’ beschiftigt ein Profes-
sor vierzig Schiiler mit folgender Aufgabe: In tischkickerartigen Késten sind anstelle der
Achsen sehr diinne Drihte gespannt und anstelle der heutigen Fufiballer Zettel mit allen
moglichen Silben der Sprache befestigt. Die Achsen werden gedreht und zufillig angehal-
ten, die Silben kommen in eine zufillige Anordnung . Dann versuchen die Schiiler, sinnvolle
Satzbruchstiicke abzulesen. Das folgende Zitat beschreibt die Situation:

Er beabsichtigte, sie zusammenzusetzen und aus diesem reichen Material
der Welt ein vollsténdiges System aller Wissenschaften und Kiinste zu ge-
ben; ein Verfahren, das er jedoch verbessern und schneller beenden konne,
wenn die Offentlichkeit ein Kapital zusammenbrichte, um fiinfhundert sol-
cher Rahmen in Lagado zu errichten und wenn man die Leiter verpflichtete,
ihre verschiedenen Sammlungen zu vereinigen.

Diese Vorgehensweise (insbesondere betreffend der Finanzmittel) beobachten wir heute in
Teilen der Genetik und der dazugehorigen Datenbanken, die einen Teil der Bioinformatik
ausmachen.



130 Kapitel 6. Stochastische Unabhédngigkeit

Nun diinnen wir aus: Die k-te Urne enthalte eine weifle und k2 — 1 schwarze
Kugeln. In diesem Fall ist

> P(Ay) = % < 0.

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli bekommt man mit Wahrscheinlichkeit
0 unendlich viele weifle Kugeln in der Serie. Also sind fast sicher ab einem
gewissen Zug alle Kugeln schwarz. (Man sollte doch meinen, dal man sehr
sehr selten doch mal wieder eine weifle erhilt). Dafiir wird Unabhéngigkeit
nicht benotigt.

Wir treiben das nun auf die Spitze: Seien etwas allgemeiner &, unabhéngige
Bernoullivariablen mit Erfolgswahrscheinlichkeit 1/k7 und bezeichnen die Ay
den Erfolg fiir &. Dann ist

= <00 falls y>1
;lp(Ak)_{:OO falls <1~

Also springt die Wahrscheinlichkeit
P(NUA)
n>1k>n

bei wachsendem ~ in v = 1 unstetig von 1 auf 0.

Fiir unabhéngige Folgen gilt jedenfalls eine der beiden Alternativen.

Korollar 6.2 (0-1-Gesetz) Sind Ay, As, ... unabhingige Ereignisse und A*
das Ereignis, daff unendlich viele dieser Ereignisse eintreten, so ist P(A*) €

{0,1}.

6.4 Das starke Gesetz der groflen Zahlen

Nun kommen wir zu einer noch stédrkeren theoretischen Rechtfertigung der
Kolmogorov-Axiomatik als der durch das schwache Gesetz der grofien Zahlen
gelieferten.

Satz 6.7 (Starkes Gesetz der groflen Zahlen) Seien &y, &, . .. unabhdn-
gige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit o = V(&) < oo und a = E(&;).
Dann gilt:

1 n
- E & — a, n— 00, fast sicher.
n

i=1
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Das heifit also, dafl es A € F mit P(A) = 1 gibt, so da8 fiir jedes w € A gilt:

1 n
- Z &i(w) — a.
i=1

Beweis Wir diirfen annehmen, dafl E(¢;) = a = 0. Seien
1 n
T = " ;fi

(a) Wir betrachten die Teilfolge (nx2)x>1 und zeigen, daf sie die Aussage fiir

sie gilt: Es ist
1 i o?
Ving) =V (@Z&) -
i=1

Die Ungleichung von Tschebyschev sagt, dafi fiir jedes ¢ > 0 die Abschéitzung;:

0.2

P(lnk2| > 5) < m

gilt. Deshalb gilt mit Ay = {|nx2| > €}, daB

o? 1
k>1 k>1

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli ist der Limes Superior A* der A eine
Nullmenge, d.h.
P(A*) = 0. (6.9)

Wir wihlen nun speziell die Schranken ¢ = 1/m. Dann gilt wegen fiir
die Mengen

1
P(B,,) = P({|nk2| > — fiir unendlich vielek}) = 0.
m
Nun schreiben wir noch einmal genau auf, was Konvergenz heifit, namlich
1
m2(w) — 0 <= Vm>13ky>1VEk>ky: |mpew < —.
m

Damit gilt

P(n,@%())zlp(ﬂ Bfn) =1.

m>1
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Das wollten wir in diesem ersten Schritt des Beweises zeigen.

(b) Wir zeigen nun, daf die 7, durch die 72 kontrolliert werden: Zu jedem
n > 1 gibt es k(n) mit
k(n)* <n < (k(n)+ 1)

Fiir die Varianz der Summen

Snz;fi

gilt insbesondere
V(S = Suwe) = V(Y &) = (0= k()
i=k(n)2+1
Die Tschebyschev Ungleichung liefert fiir € > 0, dafl
—k 2\ . 2
P (S, — Skiny2| > ek(n)?) < (n = k(n)) -0

\ =T k(n)ie2
An

Damit konnen wir abschéatzen:

ZP(AH)S(Q_VQ n——k(n)2§0_ M<oo.

n>1 n>1 n>1

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli treten fast sicher hochstens endlich
viele A, ein. Also gibt es fiir fast alle w € Q ein n.(w), so dafl

1
e |5 (w) = Sk (w)| < e fiir allen > ne(w). (6.10)
Wir kénnen n.(w) so gro§ wéhlen, da§ auch
1 .o
k(n)? Sk (w)| < & fiir allen > n.(w). (6.11)

Die Dreiecksungleichung liefert zusammen mit (6.10) und (6.11]), daB

1 1
k-(n)Q |Sn<w)| = —]{;(n)2 |Sn<w) — Sk(n)2<w) + Sk(n)2 (w)|
1 |
: k(n)? [Sn(@) = Sz ()] + (n)? |Sk(my2| < 2¢,

fiir fast alle w € Q und n > n.(w).
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Weil n > k(n)? gilt also auch

~—

|Sn(w)] < 2e fiir fast alle w € Q und n > n.(w).

S|

Um die Mengenoperationen abzihlbar zu halten, wiahlen wir ¢ = 1/m, und
erhalten fiir jedes m > 0, dafB fiir fast jedes w ein n,,(w) > 0 existiert, so dafl

1 2
_ — > .
- |Sp(w)] < — n > Ny (w)

Wir {ibersetzen das in die Sprache der Mengen: Sei m > 1 gegeben. Dann

gilt . .
p(J N {zIsl<5-h=1

Insgesamt gilt

N
D)
_
D)
——
3|
=
[/\
(\&)
|-
——
N———
I
—_

1
P(—|Sn|—>0):IP’
n

Damit ist der Beweis vollsténdig. U

EMILE BOREL bewies 1909 erste Formen des starken Gesetzes der groflen
Zahlen, insbesondere fiir Bernoullische Versuchsfolgen, siche 7. Pionierarbeit
leisteten A.Y. KHINCHINE und A.N. KOLMOGOROV. Der oben bewiesene
Satz wurde in allgemeinerer Form 1930 von KOLMOGOROV publiziert. Es
wird nur & € L' gefordert. Noch allgemeiner ist der Satz von ETEMADI
1981, der mit paarweise unabhéngigen Variablen §; auskommt. Er ist in § 12
von ? ausfiihrlich diskutiert.






Kapitel 7

Stochastische Abhingigkeit

Wir diskutieren im ersten Teil bedingte Wahrscheinlichkeiten und leiten die
fundamentalen Regeln, wie den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit,die
Formel von Bayes und die Multiplikationsformel, ab. Anschliefend betrachten
wir Folgen von abhéngigen Zufallsexperimenten.

7.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Wir beginnen mit einem Beispiel.

Beispiel 7.1 (Binére Zufallsvariablen) Wir betrachten eine Familie mit
2 Kindern und kodieren ‘Junge’ durch 0 und ‘Madchen’ durch 1. Wir neh-
men gleiche Wahrscheinlichkeit und Symmetrie an (was beides nicht wirklich
stimmt). Als Modell haben wir dann

Q= (0,11, F=P@), B((.]) = 3, (i) €0,

Dann sind beide Kinder Buben mit Wahrscheinlichkeit P({(0,0)}) = 1/4.

(a) Wir erfahren, dafl das zweite Kind ein Bub ist. Dann haben wir nur
noch die Fille (0,0) und (1, 0). Aus Symmetriegriinden sollte Gleichverteilung
herrschen. Wir kommen also zu dem neuen Modell

1
Q= {(070)7 (1v0)}7 F' = 33(9/)’ P/((Zm])) = §> (Zvj) €.
Die Wahrscheinlichkeit, daf3 das andere Kind auch ein Bub ist, ist also gleich

P'({(0,0)}) = 1/2.

135
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(b) Erfahren wir andererseits, dafl irgend eines der beiden Kinder ein Junge
ist. Dann scheidet die Kombination (1,1) in © aus. Es gibt keinen Grund, die
verbleibenden Kombinationen nicht als gleichwahrscheinlich anzusehen und
wir kommen zu dem neuen Modell

1

Q= {(0,1),(1,0),(0,0)}, F=P(Q), P((5,5)) = 5.

Naeh dieser Information ist die Wahrscheinlichkeit fiir zwei Buben natiirlich
P((0,0)) = 1/3.

Somit gilt:

P(BNY) 1/4 1 P(BNQ) 1/4 1

P'({(0,0)} = TRQ) 2472 P({(0,0)} = 5@ 3§

Wir fassen zusammen: Wir haben aus Q die Ereignisse €' bzw. Q, fiir wel-
che die zusétzliche Information zutrifft, ausgewahlt, die urspriingliche Wahr-
scheinlichkeit P auf 2 darauf eingeschrinkt - das steht im Zahler der Briiche,
und die so entstehenden MafBe iiber Division durch P(€') bzw. P(Q) zu den
neuen WahrscheinlichkeitsmaBen P’ und P normiert.

Dies fiihrt zu der allgemeinen Begriffsbildung;:

Definition 7.1 (und Satz) Sei (Q2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
sei B € F mit P(B) > 0. Dann definiert

P(AN B)

, AeF,

ein Wahrscheinlichkeitsmafs P(-| B) auf (2, F), genannt die bedingte Wahr-
scheinlichkeit gegeben B. Ist P(B) = 0, so definieren wir P(A|B) = 0 fir
jedes A € F.

Beweis Es ist P(Q2|B) = P(B)/P(B) = 1. Seien nun A,,... € F paarweise
disjunkt. Dann gilt

((UA)mB) (U (4N B)) = ZIP’A N B).

Division der rechten und linken Seite durch P(B) liefert die o-Additivitat des
bedingten Wahrscheinlichkeitsmafles. O
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Die Schreib- und Redeweise legt nahe, bedingte Wahrscheinlichkeiten im Sin-
ne eines Kausalzusammenhanges zwischen der Bedingung B und dem Ereig-
nis A zu interpretieren, was in der Geschichte ausgiebig getan wurde. Davor
ist zu warnen, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 7.2 (Bedingte Wahrscheinlichkeit und Kausalitét)

Wir betrachten das Standardbeispiel ‘Ziehen ohne Zuriicklegen’. Dabei hat
man eine Urne mit w weiflen und mit s schwarzen, also insgesamt N = w + s
Kugeln. In einer ganz kleinen Urne seien w = 4 weifle und s = 3 schwarze
Kugeln. Wir ziehen zwei mal, wobei wir beim ersten mal nicht zuriicklegen.
Das wiire beschrieben durch das Modell

1 1

Q={(,)): 1 <4,j <Tri#j}, F=9Q), Pw)
Seien die Kugeln mit den Nummern 1, 2, 3, 4 weifl und die Kugeln mit den
Nummern 5, 6, 7 schwarz. Seien W, das Ereignis, daf3 die erste Kugel weifl
ist, also

4-6 24

Wi ={(i,4) i <4}, mit P(W)) = — = = =

4
=
Fiir das Ereignis S5, daf3 die zweite Kugel schwarz ist, gilt

4-343-2 18 3
={(i,j):5<j< it P(S,) = —— "2 2 _ 2 _ 2
Sp={(i,j) 15 <j < Th, mit B(Sy) = ———= = ===
Das Gesamtexperiment werde verdeckt durchgefiihrt und nur mitgeteilt, daf3
die zweite Kugel schwarz ist. Dann gilt formal

CWinS| 43 2

4
P(W1]5;) = S 18 3 # .= P(W7).

Die Kenntnis iiber den Ausgang der zweiten Ziehung &dndert also die Ein-
schiatzung iiber den Ausgang der ersten Ziehung. Andererseits hat die zweite
Ziehung natiirlich keinerlei Einflul auf die erste. Die Berechnung bedingter
Wahrscheinlichkeiten hat also nichts mit kausalen Zusammenhéngen zu tun.

7.2 Wartezeiten, die Exponentialverteilung

Wir wollen mit diesen elementaren Hilfsmitteln eine fundamentale stocha-
stische GroBe, namlich die Wartezeit 7 auf ein Ereignis, untersuchen. Dazu
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formulieren wir natiirliche - wenn auch sehr einschriankende - Annahmen iiber
die Verteilung von 7. Wir stellen die Forderungen an die Verteilungsfunktion
F von T.

Zunachst wird die Wartezeit nichtnegativ sein, und sie sollte auch beliebig
lang werden kénnen. Das bedeutet:
(i) F(0)=P(r <0)=0.
(ii) F(y) =P(r <y) <1, fiir jedes y € R.
Jetzt kommen wir zu einer starken Voraussetzung: Die noch zu wartende Zeit

sei unabhéngig von der Zeitspannne, die man schon gewartet hat. In Formel
schreibt sich das so:

P(r >z +y|t >y) =P > x).

Setzt man die Definition der bedingten Verteilung explizit ein und benutzt
Verteilungsfunktionen, so ergibt sich

1—F(z+vy)
1—F(y)

Der Nenner verschwindet wegen der Bedingung (ii) nicht. Deswegen ist das
dquivalent zu

=1—-F(x), z,y>0.

(i) 1= Flr+y) =1 - F@)1 - F(y)
Fiir die Funktion V(z) = 1 — F(z) kénnen wir also festhalten

(i) V ist antiton mit V(x) 2 0,

(ii") V erfillt V(z +y) = V(2)Y (y).

Aus der Analysis wissen wir, dal unter diesen Voraussetzungen gilt:
V(z)=e*" furein a >0, dh F(z)=1-—e*"
Wir betrachten die Funktion

F:R—[0,1], F(t)=1—e* falls t >0, F(t)=0 falls t <0.
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Esist F(—o0) =0, F(0c0) = 1 und F ist strikt isoton und fiirchterlich stetig.
Nach Satz [3.8]ist F" also die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen und
F erfiillt obige Forderung. Aus der Identitéat

t
Ft)y=1—e :/ ae “dx
0
lesen wir die Dichte f(t) = F'(t) ab. Wir fassen zusammen

Definition 7.2 Das Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(Ry)) mit Dichte

flx) =ae ™ {-1[0700)(37)}

und Verteilungsfunktion

F(t) =

)

1 —exp(—at) falls t >0
0 falls t <0

heifst Exponentialverteilung zum Parameter o > 0.

Die Momente sind leicht zu berechnen:

Proposition 7.1 FEine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Parameter o
hat Erwartungswert 1/a und Varianz 1/a?.

Beweis Sei £ exponentialverteilt zum Parameter o. Fiir den Erwartungswert
miissen wir nur das Integral

E. (&) = / t aexp(—at) dt
0
ausrechnen. Dafiir bietet sich partielle Integration an. Es gilt
—exp(—at) = aexp(—at)).

und wir erhalten

«

o0 1 oo
E.(§) = (—texp(—at)| +/ exp(—at) dt) = —/ aexp(—at)dt =1/a.
0 0
Fiir die Varianz erhalten wir nach dem Verschiebungssatz V(£) = 1/a?. O

Dichte und Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung sind in Abb.
dargestellt.
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= o & 5

Abbildung 7.1: Verteilungsfunktionen und Dichten von Exponentialverteilun-
gen

7.3 Die drei klassischen Satze

Als erstes betrachten wir eine logische Disjunktion von Bedingungen und Zer-
legen die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses danach. Eine abzéhlbare Zer-
legung des Grundraumes €2 besteht aus eine Folge von Ereignissen A;, A, ...
von paarweise disjunkten Ereignissen mit J;-, Ay = Q.

Satz 7.1 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) Seien (2, F,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, Ao, ... € F eine hochstens abzihlbare Zer-
legung von . Dann gilt fiir jedes B € F, daf

P(B) = S P(A,)P(BAL).

Das Ereignis B kann unter verschiedenen sich ausschlieenden Umsténden -
repréasentiert durch die Ereignisse A; - eintreten. Die Formel von der totalen
Wahrscheinlichkeit zerlegt P(B) in die Anteile die von den einzelnen A; her-
kommen, gewichtet mit deren Wahrscheinlichkeit. Wir haben in Beispiel
gesehen, daf3 die ‘Ursache-Wirkungs-Interpretation” Unsinn ist.

Beweis von Satz Wir rechnen die Formel einfach nach. Es ergibt sich

P(AP(B N Ay)
Z P(Ay)

S B(A)B(BA,) = — P(B).

k:P(A)>0

Damit ist der Beweis erbracht. O

Das folgende witzige Beispiel stiftet immer wieder Verwirrung.

Beispiel 7.3 (Ziegen, Autos und totale Wahrscheinlichkeit)
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In den neunziger Jahren sorgte folgendes Problem fiir erhebliches Aufsehen
und kontroverse Diskussion, vor allem in den USA. In einer Fernsehshow
wurde folgendes Spiel durchgefiihrt: Der Kandidat stand vor 3 verschlossenen
Tiiren. Er wurde informiert, dafl hinter einer Tiir ein neues Auto stand und
hinter den beiden anderen Tiiren jeweils eine Ziege. Wiirde er schliellich die
Tiir mit dem Auto wahlen, so héitte er es gewonnen, bei einer Ziege ginge er
leer aus.

Die Spielregel waren wie folgt:

(1) Im ersten Zug muf der Kandidat eine Tiir bezeichnen.

(2) Anschliefend 6ffnet der Showmaster eine der beiden anderen Tiiren;
hinter dieser steht eine Ziege.

(3) Der Kandidat kann nun bei der bezeichneten Tiir bleiben, oder die
verbleibende dritte Tiir wéahlen.

Die Frage war: soll der Kandidat wechseln oder nicht? Seien & und & die
Wahl in der ersten und zweiten Runde mit den Ausgéingen A fiir ‘Auto’ und
Z fiir ‘Ziege’. Dann ist P(§; = A) = 1/3. Nun haben wir nach dem Satz von
der totalen Wahrscheinlichkeit, daf3

Pl = A) =P(§ = Al&y = A)P(& = A) +P(& = A&y = 2)P(& = 2).

Behélt der Kandidat die erste Tiir im zweiten Zug bei, so haben wir

1 1
IP) fry A fry ]_ . — = —.
(&= A) S H0=1
Wechselt der Kandidat, so gilt
2 2
]PD g A g ]_ - - = —,
(& ) =0+ 373

Der Kandidat verdoppelt also durch Wechsel seine Chance auf den Gewinn
des Autos.

Lustigerweise wurden damals viele Veranstaltungen durchgefiihrt, in denen
das empirisch nachgepriift wurde; die Resultate wiesen auf das eben berech-
nete Ergebnis hin. Eine hochintelligente Journalistin soll das Problem dann
gelost haben. Es gab dann eine Flut von Leserbriefen, u.a. in der SZ, mit
heiflen Diskussionen bzw. siiffisanten Kommentaren von Stochastikprofesso-
ren. Die Journalistin soll harschen Angriffen von Ménnern, die die richtige
Losung nicht kapiert hatten, ausgesetzt gewesen sein.
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Eine detaillierte Diskussion findet man in 7.

Die - historisch gesehen - eigentliche Bombe ist die Formel von Bayes, welche
im Jahr 1763 publiziert wurde.

Satz 7.2 (Formel von Bayes) : Seien (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und Ay, Ay, ... € F eine hichstens abzdihlbare Zerlegung von €. Dann
gilt fir jedes B € F mit P(B) > 0, daf
P(A;)P(B|A;) . ,
P(A;|B) = ,  fiir alle i € N.
B = paraia) !

Thomas Bayes, * 1702 in London, T 17.
April 1761 in Tunbridge Wells, Kent.
Bayes’ Losung eines Problems ‘inver-
ser Wahrscheinlichkeit” wurde in dem
Aufsatz ‘Towards Solving a Problem in
the Doctrine of Chances’ (1763) vor-
gestellt und in den Transactions of the
Royal Society of London publiziert. Er
beinhaltet einen Spezialfall des Satzes
von Bayes, Satz[7.2] Sein Ansatz fiihr-
te zu Kontroversen, die in der Statistik
bis heute gepflegt werden. Aus der me-
dizinischen Statistik ist der Satz von
Bayes nicht wegzudenken.

Beweis Man rechnet

_ P(A;NB) P(A;)  P(A)P(BJA;)
FAB) ="5m) By = e
Dann setzt man den Ausdruck aus Satz [7.1]lin den Nenner ein. O

Hinter dieser Formel stehen tiefe philosophische Uberlegungen und eine er-
kenntnistheorethische Diskussion iiber Jahrhunderte. Noch heute kimpfen in
der Statistik die sogenannten Bayesianer und andere Schulen um den Besitz
der Wahrheit. Wir versuchen, den Kern herauszuformulieren und diskutieren
die Formel von Bayes.

In der Bayesformel von Satz|7.2]sind zunéchst die Wahrscheinlichkeiten P(A;)
vorgegeben. Dann wird die Wahrscheinlichkeit dieser A;, gegeben ein Ereignis
B berechnet. Das kann man so interpretieren:
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Die urspriinglichen Wahrscheinlichkeiten P(A;) werden aufgrund
der Information, dafl B eingetreten ist, sinnvollerweise abgeédndert.

Deshalb heiflen in der Bayesianischen Theorie die P(A4;) die a prio-
ri Wahrscheinlichkeiten und die P(A;|B) die a posteriori Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses A; beziiglich der Beobachtung des
Ereignisses B.

Man hat in der Zeit von Bayes versucht, dies im Strafrecht einzusetzen. Wir
geben ein duflerlich eher witziges, im Kern aber treffendes Beispiel.

Beispiel 7.4 (Formel von Bayes oder ‘Wer ist der Mérder?’)

Zwei Kriminelle ¢ und 7 aus dem Rotlichtmilieu stehen unter Beobachtung
der Polizei. £ hat eine Gespielin X namens Xenia und 7 hat eine Gespielin £
namens Estefania. Die vier verbringen ein Wochenende in einem entlegenen
Jagdhaus ohne Kontakt zur Auflenwelt. Die Stimmung ist gereizt. Klar ist
jedoch, daf} sich die Herren gegenseitig nichts antun werden.

n gilt als gewalttitiger als &, der auch nicht ohne ist. Beiden traut man einen
Mord zu, was mit 4 bezeichnet werde. Man hat die Einschidtzung

PE=T)=5, Pln=)=".

Nun sind die Herren an ihren Freundinnen nicht so sehr interessiert, da sie
diese gegebenenfalls schnell und billig durch Ostimporte ersetzen kénnen.
Andererseits sind sie aus Macht- und Machogriinden sehr an der Freundin
des anderen interessiert und ziemlich eifersiichtig. Da kann es schon mal
Tote geben. Sollte Xenia ermordet werden, schreiben wir X = { und sollte es
Estefania erwischen, schreiben wir ' = . Polizeipsychologische Erkenntnisse
liefern

P(X =1[§ =2k) =1/4, P(E =1l =) =3/4

P(X =flnp=2k)=3/4, PE=1lp="1%)=1/4
Am nichsten Tag wird Estefania ermordet aufgefunden! Wer war der Morder ]
Das berechnet man natiirlich aus der Bayes Formel:

P(§ = H)P(E = 1§ = %)

P="E=1) = P(¢é = H)P(E = t|€¢ =) + P(n = H)P(E = t|n = K)
i1 s
T3 .21 159/3 5

LHarry, fahr schon mal den Wagen vor’ (Kenner versichern, daf dies kein Derrick-
Ausspruch ist, sondern einer Satiresendung entstammt.)
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und somit P(n = M| E = 1) = 2/5. Wir schlieBen: £ war es eher! oder ‘Eifer-
sucht ist schlimmer als Gewalt’.

Ist - oder war - ein solches Vorgehen aus heutiger Sicht sinnvoll, bzw. ethisch
vertretbar 7

Von groBer Bedeutung in der medizinischen Statistik sind Uberlegungen der
folgenden Art; die erste beruht auf der Bayesformel. Wir betrachten folgende
reale SituationPl

Beispiel 7.5 In den alten Bundesldndern waren Anfang 1993 ca. 56.500 Per-
sonen HIV infiziert?] Davon waren ca. 10.000 Frauen. Fiir die mé#nnliche
Bevolkerung von ca. 30.8 Mio Personen ergibt sich eine Prdvalenz von

Prévalenz(ménnlich HIV positiv) = 46.500/30,8 = 0, 15%.

Am Klinikum rechts der Isar erfolgte die Untersuchung auf HIV zunéchst
durch einen ELISA-Test. Fillt dieser positiv aus, so wird er wiederholt. Fallt
die Wiederholung erneut positiv aus, so wird ein Western-Blot-Test ange-
schlossen. Wir betrachten zunédchst nur den ersten ELISA-Test innerhalb der
ménnlichen Testpersonen und priifen, was sein Ergebnis bedeuten kénnte.

Wir betrachten die Situation etwas allgemeiner und stellen folgendes Modell
auf: Seien

Q0 die (endliche) Bevolkerung, d.h. die betrachtete Population
K* die Menge der Kranken, Infizierten

K~ die Menge der Gesunden, nicht Infizierten

T+  Menge der Personen, bei denen der Test positiv anspricht
T~ Menge der Personen, bei denen der Test negativ anspricht

Die statistische Idee ist: Man wéhle eine Person zufillig aus und fithre den
Test durch. Danach erhélt man eine positive oder negative Antwort, d.h. der
Test sagt, dal die Person ist krank bzw. gesund sei. Die Person ihrerseits
kann in Wirklichkeit krank oder gesund sein, egal was der Test aussagt.

2Ubungsaufgabe Inst. fiir Med. Stat. & Epid. der TU Miinchen, Klinikum rechts der
Isar

3 Aktuelle Daten (Stand Ende 2005) findet man unter
http://weltaidstag.de/HIVAIDSECKDATEN2004 . pdf.
Ich danke Herrn Christoph Auer fiir diesen Hinweis.
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Das fiihrt zu vier moglichen Kombinationen. Wegen ihrer Wichtigkeit, hat die
medizinische Statistik dafiir gesonderte Bezeichnungen, die jeder Mediziner
lernen muf:

Test positiv Test negativ

Proband krank | Sensitivitdt P(TH|K") | falschnegativ P(T~|K*)

Proband gesund || falschpositiv P(T+|K ™) Spezifitit P(T~|K~)

Beispiel 7.6 (Fortsetzung von Beispiel [7.5) Im konkreten Beispiel
nehmen wir eine zuféllige Auswahl an, d.h. Gleichverteilung P auf 2. Also

haben wir:
| K|

= Q = 0,015, also P(K™)=0,985.

Die Prévalenz ist P(K)

Wichtig ist es, die GroBen in der Tabelle zu kennen. Sensitivitdt und Spe-
zifitdt sind wichtige Parameter der Tests und werden mitgeliefert. Konkret
bekommen wir gesagt:

’ H ELISA \ Western-Blot ‘

Sensitivitit || 99,5% 100%
Spezifitit 97% 99,9%

Also wissen wir:

(a) die Sensitivitét

TN KY

=99,5
ISIE

P(TH|K™)

(b) die Spezifitét
P(T~|K™) = 97%.

Damit konnen wir ausrechnen



146 Kapitel 7. Stochastische Abhangigkeit

(c) die Rate der falsch Negativen
P(T~|K) = 0,5%,
(b) die Rate der falsch Positiven:
P(THK™) = 3%.

Den getesteten Mann interessiert natiirlich sein personliches Schicksal. Er
nutzt die Bayesformel und rechnet aus

P(K+)P(TH K)

P(EHTY) = P(K+)P(T+K+) +P(K-)P(T+|K-)

0,15-99,5 N 14,925
0,15-99,5+99,85-3 ~ 14,925 4 299, 55

Der Test ist also zur Erkennung Kranker praktisch nutzlos.

~0,04746 ~ 4,7%.

Der Wert P(K*|T™) ist von hoher medizinischer Bedeutung; er heifit Vor-
hersagewert oder prddikativer Wert des Testes. Der Wert P(K~|T7) heifit
negativer Vorhersagewert.

Proband krank Proband gesund

P(KH|TT)
Test positiv Vorhersagewert
prddikativer Wert

P(K~|T")

Test negativ negativer Vorhersagewert.

Hier sei eine Warnung ausgesprochen:

Es wurde eine Gleichverteilung auf der Population der ménnlichen
Bevolkerung der alten Bundesldnder angenommen. Daraus wurde
die Préavalenz berechnet. Bedingt man etwa auf Risikogruppen, so
dandern sich Préavalenz und damit auch der pradikative Wert.
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Der pradikative Wert ist also eine Kenngrofie des Tests und somit wichtig fiir
das weitere Vorgehen (siche unten). Insbesondere ist also ein Schluf auf eine
individuelle Situation nicht aussagekréftig.

Beispiel 7.7 (Fortsetzung von Beispiel Trotz des schlechten pradi-
kativen Wertes niitzt der Test etwas. Man halte die Personen mit positivem
Testergebnis unter Beobachtung. In der Praxis heifit das, dal weitere Tests
durchgefiihrt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein so als unter Risiko ste-
hender und wirklich infizierter den weiteren Tests entgeht, ist

P(K)P(T-|K)

PIENT) = 5B @150 + PP

0,15-0,5 _ 0,075
0,15-0,5+99,85-97 0,075 + 9685, 45

Es wird also de facto kaum jemand féilschlich aus der Beobachtung entlassen.

~ 0,000008.

Wir fithren die Testserie zu Ende.

Beispiel 7.8 (Fortsetzung von Beispiel In einer 2. Stufe ‘ELISA
II” werden nur diejenigen Personen untersucht, die beim ersten ELISA Test
positiv waren. Diese Nachtestwahrscheinlichkeit, also der pradikative Wert,
daf} eine solche Person infiziert ist, betriagt 4,7%. Die Nachtestwahrschein-
lichkeit von ELISA T ist die Vortestwahrscheinlichkeit fir ELISA 1T und
entspricht der Prédvalenz im ersten ELISA Test. Damit ergibt sich fiir den

priadikativen Wert des positiven Testresultates der 2. Stufe:
4,7-99,5
P(KH|T) ~ ’ ’ ~ 0,62 = 62%.
(K1) 4,7-99,5+ (100 —4,7)-3 ’

Die Nachtestwahrscheinlichkeit von ELISA 1T ist also 62%.

Dies geniigt nicht. Deshalb wird ein dritter Test angeschlossen. Die Nach-
testwahrscheinlichkeit von Q(K 1) = 62% fiir ELISA 1T ist die Vortestwahr-
scheinlichkeit fiir den anschlieBenden Western-Blot-Test. Man erhét mit den
obigen Kenngroflen analog:

QE)P(Tyy 5| K)
QEH)P(Tyy | K+) + QUK )P(Tyy 5| K7)

62 - 100
= 0,999387 = 99, 94%.
62-100+38-(100—0,1) 4%

Der Gesamttest liefert also ein ziemlich sicheres Ergebnis.

P(K*|Typ) =

Q
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Vom mathematischen Standpunkt gesehen ist die folgende Formel wichtig.

Satz 7.3 Multiplikationsformel Fiir Ereignisse {A1, As, ...} € F gilt

P(A;N - NA,)

Beweis Falls P(A;N--- NA,) =0, so verschwinden der linke und der rechte
Ausdruck gleichzeitig. Wenn nicht, so gilt

P(A;N -+ NAg) >0, fiirjedes 1<k<mn,

also sind alle bedingte Wahrscheinlichkeiten durch Quotienten definiert, und
wir haben:

P(A, N - NA,)

_ p(A,) P(A;NA)) P(A3N AN Ay) P(A,NA,1N - NA)
T TRAY) P(Ay N Ay) P(Ap1N - NA)
Dies ist ein Teleskop-Produkt und Kiirzen liefert das Ergebnis. 0

Wir notieren noch einige biometrische Begriffe im Zusammenhang mit der
Multiplikationsformel.

Beispiel 7.9 (Letalitit und Mortalitét)

S sei das Ereignis, an einer Krankheit, die man nur einmal bekommt, zu
sterben, P(K) sie zu bekommen. Dann nennt man P(S) die Mortalitdt und
P(K') die Morbiditat der Krankheit. Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(S|K)
heiBt Letalitit. P(SNK) = P(S) ist die Wahrscheinlichkeit, die Krankheit mit
todlichem Ausgang zu bekommen. Dann gilt nach der Multiplikationsformel

Mortalitdt = Morbiditét - Letalitdt, P(SNK)=P(S) =P(K)P(S|K).

Wir erwéhnen schliellich noch in der Gesundheitspolitik wichtige Grofen.

Beispiel 7.10 (Relatives, zuschreibbares Risiko) Sei K das Ereignis,
an einer bestimmten Krankheit, z.B. Lungenkrebs, im néchsten Jahr zu er-
kranken, und R ein Risiko, z.B. zu rauchen. Dann nennt man

§ = P(K|R") — P(K|R")
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das zuschreibbare Risiko (attributable risk) und

 P(K|RY)
T P(K|R)

das relative Risiko.

Auf Grund einer Untersuchung von 40.000 britischen Arzten ergaben sich
Mortalitétsraten, d.h. Schitzungen von P(K|R), vgl. ?:

Starke Raucher Nicht- Zuschreibbares  relatives

> 25 Zig./Tag  raucher Risiko Risiko
Lungenkrebs 2,27 0,07 2,20 32,0
Herz-Kreislauf- 9.93 7.32 2,61 1.40
Erkrankungen

Tabelle 7.1: Jahrliche Mortalitatsrate fiir starke Raucher und Nichtraucher,
aus 7, Seite 69. Man beachte, daf3 die zuschreibbaren Risiken nicht im Inter-
vall [—2,2] liegen, was fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten nicht moglich ist;
es handelt sich um Schétzungen (oder Ubertragungsfehler).

Ein Spielbeispiel zur Multiplikationsformel bringen wir in Beispiel [8.4]

7.4 Kombinierte Experimente

Ein Experiment bestehe aus n Teilversuchen. Bekannt seien:

(a) Die Verteilung fiir den 1. Versuch.

(b) Fiir den k-ten Versuch (k =2,...,n) die Verteilung abhéngig von den
(moglicherweise allen) Ergebnisses der fritheren Versuche.

Ein Beispiel haben wir bereits beim Ziehen ohne Zuriicklegen kennenge-
lernt. Wir konstruieren nun ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell, wel-
ches den Gesamtversuch beschreibt. Zunéchst definieren wir Objekte, die (b)
préazisieren.
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Definition 7.3 Seien Q0 und Q' zwei hochstens abzdhlbare Rdume, versehen
mit den o-Algebren F = B(Q) und F' = P('). Dann heifft eine Abbildung
P:OxQ —[0,1], (w,w)+— P(w,w)

Ubergangswahrscheinlichkeit oder Markovkern, wenn fir jedes w € §
gilt, daff > P(w,w') = 1.

Mit anderen Worten definiert P fiir jedes w € 2 ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf (Q', F").

Seien nun n > 2, Q) # 0, 1 < k < n, abzdhlbare Mengen , und Fj, = P(2).
Seien ferner

k
QW =T[ k=1,....n
i=1
P, sei ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2;; fiir £k = 2,...,n seien durch
Pe((wi, -y wie1),wr),  we € Uy (w1, - wi_q) € QFD

Ubergangswahrscheinlichkeiten von Q®* =1 nach €. definiert. Dann kénnen
diese ‘bedingten’ Teilexperimente in konsistenter Weise zu einem Gesamtex-
periment kombiniert werden.

Satz 7.4 FEs gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf
O =T mit PE@™),
i=1

so daf$ fiir die Projektionen
&M — Q) wi— w

gelten:

(i) P(& = wq) = Pi(wy) fiir jedes x € Q.
(i) fir alle 2 <k <mn, gilt

P(&c = Wk’fl =wi, ..., g1 = wkq) = Pk((wla ,wkq)?wk)’
Wi - Qk, (wl, Ce ,(JJk_l) € Qk_l,

falls P(& = wy, ..., Epo1 = wi—1) > 0.
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P ist gegeben durch:

P((wy, ... wn)) = Pi(w)Pe(wi,ws) ... Bo((wi, « v s Wn1), Wh)- (7.1)

Beweis Die Konstruktion von P durch ([7.1)) ist zwingend. Da wir ja (i) und
(1) fordern, und weil

{(wlv 7wn)} = m {gl = wi}

ist ((7.1)) gerade die Multiplikationsformel (falls ein solches P existiert).

Wir berechnen zuerst die P(§; = wy, ... ,& = wy). Wegen (|1.2) miissen wir
dazu die Wahrscheinlichkeiten fiir alle w im Ereignis aufsummieren.

]P’(&:wl,...,fk:wk)
= Z P((wry vy Wiy Wht1y - -+ s Wh)

wE Q™
S(w)=w1,.. 0, Er(w) = wi
= P1(w1) 'Pk((wla 'awkfl)awk)
Zpk+1((w1 'wk)7wk+1> e ZPTL((CLH,...,W”,I),W”))
Wk41 n
1
= Pl(wl) o Pk((wh e ,Wk—1)7wk)

wobel Summation in der vorletzten Formel von hinten nach vorn immer 1
ergibt. Weiteres Summieren zeigt, dal P ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist.

(i) ergibt sich aus dieser Identitét fiir & = 1. (4) rechnet man leicht nach:

]P)(fl :wl,...,kaWk)

P(sz = wk’& =wi, ..., §p—1 = wk—l) = P

(51 =wi,. ., g1 = wkq)
Pi(w) - Pe((wr, - wee1), W)
= = P ((w1,...,WE_1),wk),
Prlwn) - Poorl(@r, o)) R i) i)
Damit ist der Beweis vollstandig. O

Hier offnet sich ein Spalt der Tiir zu einem wichtigen Teilgebiet der Wahr-
scheinlichkeitstheorie.
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Bemerkung 7.1 (Stochastische Prozesse) Die obige Konstruktion 18t
sich im Prinzip auch fiir den abzéhlbaren Fall P;, i € N durchfiithren. Al-
lerdings bekommen wir dann nur alle Wahrscheinlichkeiten P™ auf den 2".
Wir miifiten zeigen: Es gibt eine geeignete o-Algebra F°° auf 2 und ein
(eindeutig bestimmtes) Wahrscheinlichkeitsmafi P> auf F>° mit

P®o (&, ... &) =P", neN.

Dazu fehlt uns ein Maflfortsetzungssatz aus der Mafitheorie. Die zugehorige
Folge &, ... ,&, ... von Zufallsvariablen heif3t dann stochastischer Prozefs
mit diskreter Zeit und diskretem Zustandsraum. Die entsprechende kontinu-
ierlich Theorie ist tiefliegend.

Ein wichtiger Spezialfall sind
Bemerkung 7.2 (Diskrete Markovketten) Hier gilt
Pn((wly s 7wn—1)7wn) = Pn(wn—lywn>-

Was heute geschieht, hangt lediglich von gestern ab, d.h. der Prozef vergifit
seine Vergangenheit. Solche Prozesse nennt man diskrete Markovketten.

Leider werden wir sie in dieser Vorlesung wegen der Statistik wohl nicht
mehr behandeln kénnen. Die decken wichtige Anwendungsgebiete ab, wie
Warteschlangen (wichtig in der Informatik), Erneuerungstheorie, stochasti-
sche Evolutionen, stochastische Algorithmen und Oprtimierung (Markov Chain
Monte Carlo Methoden). Letztere sind ein wichtiges Hilfsmittel in der mo-
dernen Statistik.

Wir geben ein wichige klassisches Beispiel.

Beispiel 7.11 (Satz von Hardy-Weinberg, Populationsgenetik)

Bei diploiden Organismen wie dem Menschen oder auch der Gartenerbse
sind paarweise auftretende Gene die Tréager der vererblichen Eigenschaften.
Im einfachsten Fall kann jedes Gen zwei Formen , genannt Allele A oder a
annehmen. Die entsprechenden Paare sind dann die Genotypen

AA, Aa, aa.

In der ersten Generation einer Population seien diese mit den Anteilen u, 2v,
und w vertreten, wobei u >0, v >0, w >0, u+2v 4+ w = 1.
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Man fragt, mit welchen Haufigkeiten die Genotypen in den jeweils néchsten
Generationen auftreten.

Wir gehen von zufilliger Paarung, d.h. unabhéngiger Auswahl von Vater und
Mutter aus (und denken dabei an Bohnen). Bei der Zeugung iibertragen Vater
bzw. Mutter unabhéngig voneinander (d.h. zweimaliger fairer Miinzwurf)
ein Allele ihres Paares mit Wahrscheinlichkeit 1/2. Diese Annahme ist z.B.
verniinftig bei gemischt gepflanzten Erbsen.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir die Ubertragung von Vater V und
Mutter M zum Kind K sind also formal gegeben durch

P:Qx Q' ={AA Aa,aa}?® x {AA, Aa,aa} — [0, 1],

wobei dieses P dem P, aus der allgemeinen Herleitung entspricht. Die ein-
zelnen Ubergangswahrscheinlichkeiten sind:

T Y P(V=x,M=y),K=AA)

AA AA 1
AA  Aa 1/2
Aa AA 1/2
Aa  Aa 1/4
sonst 0

Das Kind wihlt also zuféllig unabhéngig je ein Gen von Vater und Mutter.
= Py ist gegeben durch (u,2v,w); zu p und P gibt es das Wahrscheinlich-
keitsmafl P auf Q x Q' wie in Satz [7.4] Dafiir rechnen wir aus:

P(K = AA) =P(K = AA,(V, M) = (AA, AA), (AA, Aa), (Aa, AA), (Aa, Aa))
= P(K =AA (V.M)=(AA AA)) + - -+ P(K = AA,(V, M) = (Aa, Aa))
= P(V,M) = (AA, AA)) - 1

+ P(V,M) = (AA, Aa)) - 1/2
+ P(V,M) = (Aa, AA)) - 1/2
+ P(V,M)=(Aa,Aa)) - 1/4.

Weil Vater und Mutter unabhiingig iibertragen, ist der erste Term gleich
u?. Entsprechend ist der zweite Term u - 2v - (1/2), ebenso der dritte. Der
vierte ist (2v)? - (1/4). Fiir die Hiufigkeit u; des Genotyps AA in der ersten
Nachkommensgeneration ergibt sich also

uy = u? + 2uv + 0 = (u+v)>
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Analog ergibt sich fiir aa die Hiufigkeit (v + w)?. Schlieflich folgt mit 1 =
(u+v)+ (v+w), daB

201 = 1—up—wy = ((u+v)+(v+w))* = (u+v)? — (v+w)? = 2(u+v)(v+w).

Der Ubergang von einer Generation zu néchsten ist also vermittelt durch die
Abbildung

T: {(u,v,w) €RS :u+2v+w=1} 0,
(u, v, w) — ((u+v)?, (u+v)(w+v), (w+v)?).

Fiir die erste Komponente us von T o T'(u, v, w) gilt, dafl

uy = (u14v1)? = ((ut+v)*+(utv) (v+w))? = (u+v)? (u+ v+ v+ w) = (utv)?.

[\

-~

Fiir die zweite Komponente gilt
ve = (ug +v1)(vy +wn)
= ((w+v)"+ (u+tv)(v+w)((u+v)(v+w)+(w+v))
= (u+v)(v+w) (u—i—vj—rv—i-w)A(u—i-vj—rv—i-w) = (u+v)(v+w).

=1 =1

ws berechnet man wie up. Somit ist 7" idempotent, d.h.
ToT=T.
Wir fassen zusammen:

Gesetz von Hardy-Weinberg (1908) Die Haufigkeitsverteilung der Genotypen
andert sich ab der 2. Generation nicht.






Kapitel 8

Die Binomialverteilung und
ihre Kinder

Nachdem wir den notigen technischen und theoretischen Apparat aufgebaut
haben, illustrieren wir seine Anwendungsbreite durch eine Reihe von grundle-
genden wahrscheinlichkeitstheoretischen Modellen, d.h. letztlich Verteilungen
gewisser Zufallsvariablen. Viele davon konnen aus einfachen Prinzipien her-
aus entwickelt werden. Wir folgen der historischen Entwicklung und stellen
zunéchst die Binomialverteilung in den Mittelpunkt.

8.1 Die Binomialverteilung

Wir gehen aus von der Bernoulliverteilung zu n unabhéngigen bindren Ex-
perimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p aus Definition 2.2} Sie lebt auf

dem Mefiraum . . 3
(9 =1{0.1}", F=%()
und ist gegeben durch

n
n—>y., o;
=1

B(@) = fup(@) =p S (1—p)" ¢

Gesucht ist nun die Verteilung der Anzahl von Erfolgen. Diese Anzahl ist
eine Zufallsvariable

Sp: Q—Q={0,1,....n}, & ={@1,..., 0} — S(@) =) _ @
=1

161
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Wir berechnen die Verteilung B,, , von S,:

Buy({k}) = P({&€Q: S, (@) =k})

Die letzte Gleichung beruht darauf, dafl wir jedes w charakterisieren konnen,
indem wir die Menge der Stellen angeben, an denen eine 1 steht. Auf dem
Komplement dieser Stellen nimmt @ dann notwendig den Wert 0 an. Somit
gibt es (}) Folgen @ mit & Einsen.

Offenbar ist 5,, die Summe der (zufilligen) einzelnen Erfolge. Diese lassen
sich beschreiben durch die Zufallsvariablen

&:Q —{0,1}, (Q, ... ,0n) — @i, (8.1)
und somit gilt

i=1

Die Zufallsvariablen &; sind offensichtlich unabhéngig, vergleiche auch Ab-
schnitt refXX. Also ist die eben hergeleitete Verteilung die einer Summe
unabhéngiger bindrer Zufallsvariablen zur Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Wir definieren:

Definition 8.1 Seien n > 1 die Anzahl der Versuche und seien ferner &;,
1 < i < n, unabhingige bindre Zufallsvariablen mit P(&§; = 1) = p =1 —
P(& = 0), wobei p € [0,1] eine Erfolgswahrscheinlichkeit ist. Durch

ist die Binomialverteilung B, , auf dem Raum {0, ... ,n} definiert.

Histogramme fiir verschiedene Erfolgswahrscheinlichkeiten sind in Abb.
dargestellt.

Die wichtigsten Momente sind einfach zu bestimmen:
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012345678 91011121314151617181520

1
012345678 91011121314151617181920

Abbildung 8.1: 1. Bild: Binomialverteilung zu n = 20 und p = 0, 3. 2. Bild:
Binomialverteilung zu n = 20 und p = 0, 9.

Proposition 8.1 Ist die Zufallsvariable S,, gemdfs B, , verteilt, so gilt

E(Sn) =n-p, V(S,) =n-p(l-p).

Beweis S, ist die Summe der unabhéngigen Zufallsvariablen &; aus (8.1)).
Fiir diese ist

E(&) =p, V(&) =p(l—p).

Wegen der Linearitdt des Erwartungswertes gilt E(S,,) = np. Weil nach Fol-
gerung [6.2| unabhéngige Zufallsvariablen paarweise unkorreliert sind, gilt die
Gleichung von BIENAYME von Satz [5.2{ und somit V(S,) =np(1 —p). O

Man kann einige klassische Identitédten leicht ableiten, wie zum Beispiel die
folgende:

Bemerkung 8.1 Weil B, , eine Verteilung definiert, wissen wir automatisch

i ( L )p’“(l —p)" =1

k=0
Mit p = 1/2 folgt die bekannte Identitét
n n .
S ()=
k=0

Wir haben beim Beweis vollstéindige Induktion oder dhnliches vermieden.
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Die Binomialverteilung ist im wesentlichen durch die Binomialkoeffizienten
bestimmt. Somit steht sie in in enger Beziehung zu bekannten Objekten.

Beispiel 8.1 ( Das Galton Brett) Ein anschauliches Beispiel ist das Gal-
ton Brett, welches in Abb. dargestellt ist. Eine Kugel springt auf jeder
Ebene beim getroffenen Stift mit Wahrscheinlichkeit p nach rechts und mit
Wahrscheinlichkeit 1 — p nach links. Dann ist die Anzahl der Kugeln in den

Abbildung 8.2: Das Galton Brett

Schéchten unterhalb der letzten - also der n-ten - Reihe von Stiften geméf
B, , verteilt. Das hat viel mit dem Pascalschen Zahlendreieck zu tun. Man
iiberlege sich das.

Aufgrund ihrer elementaren Struktur hat die Binomialverteilung Anwendun-
gen in Fiille. Wir erwéhnen nur ein besonders einfaches.

Beispiel 8.2 ( Binirer Kanal) Ein Ubertragungskanal iibertrage ‘Bits’ 0
oder 1. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler (Signal falsch) sei 1/10, die
Fehler seien unabhéngig. Es werden nun Worter der Léange 10 mit Buchstaben
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0 oder 1 iibermittelt. Falls hochstens eine Stelle falsch ist, wird das Wort
richtig erkannt. Wie wahrscheinlich ist eine falsche Dekodierung?

Das Modell ist natiirlich die Binomialverteilung B, ;. Die richtige Dekodie-
rung erfolgt also mit Wahrscheinlichkeit

10 10
B1071/10(0) -+ 31071/10(1) = ( 0 > O’ 10 . 07910 + ( ) ) 07 1. 0’99

= 0,9940,9°~0,35+0,39 ~ 0, 74.

Zur Simulation bemerken wir:

Bemerkung 8.2 (zur Numerik der Binomialverteilung) Die direkte Si-
mulation binomialverteilter Zufallsvariablen ist denkbar einfach: Man erzeu-
ge n unabhéngige Bernoullivariablen & und setze { = Y, _, &.

Die direkte Berechnung von B,, ,(k) ist numerisch nur fiir kleine Werte moglich,
weil die Binomialkoeffizienten intern wegen der Fakultéiten explodieren. Ge-
eignet ist die rekursive Berechnung iiber die Vorschrift

B(k) :1+(n—|—1)p—k

B(k —1) k(1 —p) (8.2)

Das schwache Gesetz der grolen Zahlen in Verbindung mit der Binomialver-
teilung hat interessante analytische Anwendungen.

Beispiel 8.3 (Gesetz der groflen Zahlen, der Satz von Weierstraf3)
Ein wichtiger Satz der Analysis lautet:

Jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall der reellen
Achse 143t sich gleichméfig durch Polynome approximieren.

Man kann das etwas professioneller ausdriicken: Der Raum der Polynome ist
dicht im Raum C([a,b]) der stetigen Funktionen auf [a, b] versehen mit der

Supremumsnorm || f||. = sup | f(z)].
z€[a,b]

Wir geben den einfachen und eleganten klassischen Beweis nach ? an. Es ist
der erste konstruktive Beweis des Satzes von WEIERSTRASS.
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Satz 8.1 (Satz von Weierstrafl, Bernstein-Polynome) Sei f eine ste-
tige reelle Funktion auf dem kompakten Intervall [0,1]. Dann konvergiert die
Folge der Bernstein Polynome

Pu(p) = an; f(%) (Z)p’“(l —p)"*

gleichmdj$ig gegen f.

1. Bild: Sergi Natanovich Bernstein * 5. Mérz 1880 in Odessa, Ukraine,
726 Oktober 1968 in Moskau, Ruflland. 2. Bild: Karl Theodor Wilhelm
Weierstrafl * 31 Oktober 1815 in Ostenfelde, Westphalen, 119. Februar
1897 in Berlin, Deutschland

Beweis von Satz Wir betrachten ohne Einschrénkung der Allgemein-
heit nur den Fall [a,b] = [0, 1].

Sei (&;);>1 eine Folge unabhéngiger Bernoullivariablen mit Werten in {0, 1}
zur Erfolgswahrscheinlichkeit p. Eine solche Folge existiert nach Abschnitt
6.2 Sei ferner

Sn:£1+ +§n

die binomialverteilte Anzahl der Erfolge. Dann ist

Py :[0,1] — R, pr— i (Z)p’“(l - p)”’“f(%) =E, (f(%Sn))

k=0
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ein Polynom iiber [0, 1], wobei E, den Erwartungswert beziiglich der Bino-
mialverteilung zur Erfolgswahrscheinlichkeit p bezeichne.

Da f gleichméBig stetig ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so daf

[f(@) = fy)l <e, falls [z —y| <o

AuBlerdem ist f beschrankt, sagen wir

|f(z)| < K < oo, fiirein K >0 und alle z € [0, 1]

Jetzt kommt das schwache Gesetz der groflen Zahlen ins Spiel:

o1 = 135 (00 1(8)) (2o

< D) f) - f(%) (Z)p’“(l —p)"
el /m—pl<5)
> |- | ()
(sl /r—pl>5)
<e+2K- Y (Z)pk(l —p)" k. (8.3)

{k:|k/n—p|>0}

Die Summe in der letzten Zeile konnen wir in eine Form bringen, die dem
schwachen Gesetz der groflen Zahlen entspricht, und damit eine Abschéatzung
gewinnen:

> (et =r({En o)) < 6

{k:|k/n—p|>0}

Kombination von ({8.3)) und ({8.4)) liefert

2-K
4nd?

)f(p) - Pn(p)‘ <e+

Die Abschétzung gilt fiir jedes n und jedes e. Also hindert uns nichts, ¢ = 1/n
einzusetzen. Dann bekommen wir

1 2K

_ < =
01232(1 Fp) = pa(P)l = n * 4nh?

— 0, n—0,

und der Satz von Weierstraf3-Bernstein ist bewiesen. O
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8.2 Die Hypergeometrische Verteilung
und die Binomialapproximation

Wir behandeln jetzt abschlieBend den Themenkreis ‘Ziehen mit und ohne
Zuriicklegen’. Eine Urne enthalte N Kugeln, davon w weifle und s schwarze.
Wir ziehen n mal und fragen nach der Verteilung der Anzahl von Erfolgen.

Wir wissen

(i) Bei Ziehen mit Zuriicklegen wird sie von der Binomialverteilung regiert,

(ii) Bei Ziehen ohne Zuriicklegen wird sie von der hypergeometrischen Ver-
teilung regiert.

Die Bernoulliverteilung beschreibt ‘Ziehen mit Zuriicklegen’ aus einer Po-
pulation mit zwei Attributen, siehe Abschnitt [2.3] Dieses Modell ist oft nicht
addquat. Zum Beispiel werden bei Umfragen die Testpersonen nur einmal
befragt; bei Qualitatskontrollen werden die Proben haufig zerstort und Fi-
sche oder Wild wandern nach dem Angeln oder Erschieen in den Kochtopf.
Im Urnenmodell entspricht das dem Ziehen ohne Zuriicklegen. Beim Ziehen
mit Zuriicklegen waren die Ziige voneinander unabhéngig. Bei Ziehen ohne
Zuriicklegen &ndert sich der Versuch Zug um Zug, da jedesmal eine Kugel
entnommen wird. Da ein Zug von der Anzahl der weiflen und schwarzen Ku-
geln abhéngt, hiangt er von seiner Vorgeschichte ab. Wir leiten das Modell
auf zwei Weisen her.

1. Weg: geordnete Stichproben Wir verwenden dieselben Bezeichnungen wie
in Abschnitt 2.1.2} Sei

M={1,...,N} = MoUM,;, |Mo|=s, |Mi|]=w wobei s+w=N.
Ziehen wir n mal ohne Zuriicklegen, so ist die Menge der moglichen Ausgénge
Q={we{l,...,N}":w #w,fallsi # j}

Die Zufallsvariable
&0 —{0,1}, &(@) = 1, (@),

zahlt, ob im i-ten Zug ‘weify’ gezogen wurde. Dementsprechend ist

n:Q—{0,...,w} CR, (@) :Zé"@)'
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die Anzahl der gezogenen weiflen Kugeln.

Wir fragen nach der Verteilung von 7. Da alle Kugeln gleichwertig sind,
betrachten wir auch alle moglichen w als gleichwertig und wéhlen auf 2 die
Gleichverteilung, d.h.

1 1 (N —n)!

B({@}) 0] N(N-1)...(N—n+1) NI

[ Sei k € {0,...,w}. Dann ist

Die entscheidende Menge kann man folgendermaflen ausdriicken:

Die Méchtigkeit dieser Mengen ist
Qx| =ww—1)- -+ - (w—k+1)-s(s=1)- -+ -(s—n+k+1).

n

I > Teilmengen K C {1,...,n}

Obige Vereinigung ist disjunkt; es gibt <

mit |M| = k, also haben wir

n w! s!
e =k = ( k ) (w—k)(s—n+k)

Wir fassen zusammen:

Ble = k) = _ n! - _wk!:)! (N];!n)! _ ( Q;c} )( . )

n

2. Weg. Ungeordnete Stichproben Die Kugeln werden mit einem ‘Késcher
geschopft’, d.h. gleichzeitig gezogen. Man hat also keine Reihenfolge. Ein
natiirliches Modell ist

Q' ={w Cc{1,...,N}: || =n},

YN), = N(N —1)...(N —n+1) heiBt unterere Faktorielle von N der Linge n
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mit Gleichverteilung . Die Elementarereignisse sind (ungeordnete) Mengen.
Die Verteilung errechnet sich zu

P() = ( N )1.

Achtung: Die Elementarereignisse sind (ungeordnete) Mengen! Wir betrach-
ten die Zufallsvariable ‘Anzahl weifler Kugeln’, das ist in diesem Modell

n Q' —={0,...,w}, (W)= NM|

Dafiir gilt
{=k}={" €Q: | NM|=k}, k<w.

Die Méchtigkeit ist

{n' =k} =H{AC M :|Al =k} -{BC My:|B| =n—k}|

v UG5
(n)

was mit dem Ergebnis des 1. Weges iibereinstimmt. Wir fassen zusammen:

und deshalb gilt

Definition 8.2 (Hypergeometrische Verteilung) Seien N € N, 0 < w <
N, 1<n < N. Das WahrscheinlichkeitsmafS Hy ., auf{0,...,n} mit

() ()
()

heifst hypergeometrische Verteilung zu den Parametern N,w und n.

HN,w,n(k) =

Bemerkung 8.3 Durch Umgruppierung der Groflen beim ersten Weg erhal-
ten wir eine andere Form der hypergeometrischen Verteilung:
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Aus dem Leben gegriffen ist folgendes Beispiel:

Beispiel 8.4 (Multiplikationsformel, hypergeometrische Verteilung)
Wir stellen uns die Frage: Wie wahrscheinlich hat jeder von drei Skatspielern
genau ein As?

Wir formulieren das als Urnenmodell, mit 4 weiflen, und 28 schwarzen Ku-
geln. Wir ziehen 32 mal ohne Zuriicklegen. Spieler 1 zieht 10 mal ohne Zuriick-
legen, ebenso Spieler 2 und 3, der Skat zieht 2 mal.

Wir betrachten die Ereignisse

A = {Spieler 1 bekommt genau 1 As}
B = {Spieler 2 bekommt genau 1 As}
C' = {Spieler 3 bekommt genau 1 As}.

Das interessierende Ereignis ist dann ANBNC. Die Wahrscheinlichkeit dieses
Ereignisses ist nach der Multiplikationsformel

P(ANBNC) =P(A)-P(B|A) - P(C|AN B).

Die Anzahl der Erfolge beim Ziehen ohne Zuriicklegen ist hypergeometrisch
verteilt. Somit gelten

(1))
(i0)

Nach der Multiplikationsformel gilt

1) (5)
(vo)

P(A) = , P(B|A) = , P(C|AN B) = () <19U).

P(ANBNC)=PAPB|APC|ANB)
41 28! 19! 10! 22! 12! 2! 100\* 4121280 /101\°
190 100 11 3201220 121 \ 9 /) — 321 9!

4-3-2-2 1000 —
32-31-30-29 - 2.31-29

1
100 ~ 0,0556 ~ —.
’ 18

Das wollten wir ausrechnen.

Ist n klein gegen N, so sollte Zuriicklegen oder nicht keinen groflen Unter-
schied bedeuten. Das ganze mufl natiirlich konsistent stattfinden. Wir be-
trachten also Urnen mit N Kugeln, von denen wy weifl sind. Wir fordern,
daB es eine Zahl p € [0, 1] gibt, so dal wy/N — p, wenn N — o0.
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Satz 8.2 (und Definition) Seip € (0,1). Dann gilt fir 0 < k <n:

Hy g (k) — Bup(k)  falls N — oo, U’WN — .

Dies ist die Binomzialapproximation der hypergeometrischen Ver-
teilung.

Dies ist der erste Satz iiber die Approximation von Verteilungen durch an-
dere Verteilungen. Weitere Beispiele werden die Poissonapproximation der
Binomialverteilung, Satz [8.4] und der zentrale Grenzwertsatz [0.1] sein.

Beweis Wir formen die drei beteiligten Binomialkoeffizienten geeignet um.
Zur Abkiirzung schreiben wir w statt wy. Es ist

w) _wt w—1 w— (k=1 _ (1Y k-1yet
k) Kk w w B w w k!

Setzen wir vorlaufig s = N — w und [ = w — k, so erhalten wir analog

<?>:;’_:.5;1. .—3—(2‘1):(1—2) S

und genauso

N N" N-1 N—n+1_1 1
n ) nl N N a N

Sei nun ay das Produkt aller Terme vor den Briichen. Dann gilt unter Be-
achtung von N® = N*N"* daf§

(0)()
ox (1) e (1) @) -

Wegen w/N — pmit N — oo gelten w — oo; ferner gilt s/N = (N—w)/N —
1 — p und also auch s — oo. Zusammenfassend haben wir ay — 1 und
w/N — p. Dies impliziert

(tg)(ﬁ:;:)ﬂ L) P —pt
y

Das wollten wir beweisen. O
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8.3 Die Poissonverteilung

Im Experiment von RUTHERFORD, CHADWICK und ELLIS (1920)(? )] wur-
den die Anzahlen von Teilchenemissionen, die von einer gewissen radioakti-
ven Probe ausgingen, in Zeitintervallen der Lénge 7,5 sec. beobachtet und
das 2608 mal. Wir suchen ein Modell fiir die Wahrscheinlichkeit von genau
k Zerféllen in einem Zeitintervall [0,t]. Weil sich das Modell auch fiir viele
andere Typen von Ereignissen als sinnvoll erweisen wird, sprechen wir im
folgenden nicht von Zerféllen, sondern von Ereignissen.

Wir stellen eine heuristische Betrachtung an: Das Zeitintervall [0,¢] sei in
Teilintervalle Iy, ..., I, der Linge At = t/n zerlegt. Wir nehmen an:
(1) n sei so grofl - und somit At so klein, da§ (approximativ) hochstens 1

Zerfall in At stattfindet.

(2) Die Zerfallswahrscheinlichkeit fiir ein Intervall sei proportional zu seiner
Lénge:

P(1 Zerfall in [tg,t1]) = a(ty —tp), fur ein a > 0.

(3) Die Zerfalle wiahrend der Zeitintervalle I seien voneinander unabhéngig.

Approximativ haben wir also ein Bernoulliexperiment mit n Versuchen und
Erfolgswahrscheinlichkeit p = at/n vor uns; die Zahl der Emissionen in [0, ¢]
ist geméf By, o/ verteilt.

Wir fragen nun: Was geschieht im Limes n — oo, bzw. At — 0 7 Wir haben:

at A
A=at; p,=—=—, alsonp,=A\
n n

Etwas allgemeiner untersuchen wir die Situation
pn €10,1], np, — A >0,

und fragen nach dem Grenzwert der Verteilungen B, ,, (k). Offensichtlich gilt

Boy,(0) = (1— p)" = (1 _ %)" e,
n

2Rutherford erhielt 1908 den Nobelpreis fiir Chemie, Chadwick erhielt ihn 1935 fiir die
Entdeckung des Neutrons und die Arbeiten von Ellis iiber Beta-Spektren sind grundlegend.
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Die iibrigen Grenzwerte berechnen wir rekursiv:
(n+Dp,—k  (n+1)p, kpn

B p, (k) A
B AN W = - 240, pp,— 0,
By, (k — 1) k(1= p,) E1—p,) k(l—pn) k&

wobel die erste Identitét auf der Rekursionsformel (8.2)) beruht. Wir fassen
zusammen:

P\(0) = lim B,,, (0)=e",
n—00
)\k
Py\(k) = lim B,,, (k)= > e existiert fiir jedes k.
n—00 ’ k!

Insbesondere haben wir gezeigt:

Satz 8.3 (und Definition der Poissonverteilung) Fir jedes A > 0 defi-

niert
k

A
P)\Uf) = F -e_A

ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf {0,1, ...}, die Poissonverteilung zum Pa-
rameter \.

Ferner haben wir - nach der Binomialapproximation fiir hypergeometrische
Verteilungen - einen zweiten Grenzwertsatz fiir Verteilungen bewiesen:

Satz 8.4 ( Poissonapproximation der Binomialverteilung) Seien \ >
0, pn € [0,1], n > 1, np, — X\ mit n — co. Dann gilt

n _ A
B (1) = ()= ™ — Jre =B

Bemerkung 8.4 (a) In Theorie und Stochastik wird B,, , durch P\ approxi-
miert; dies ist eine andere Sprechweise als in der Analysis. Tatséchlich ist
mit Py leichter zu rechnen als mit der Binomialverteilung. Ferner ist Py ein
universales Objekt, welches viele B, , fiir groe n und kleine p ersetzt.

Bei Computersimulation ist es umgekehrt: B, , ist leicht zu simulieren, P,
prinzipiell nicht.

(b) Py nennt man oft die Verteilung ‘seltener Ereignisse’ (weil p,, — 0). Klas-
sische Beispiele sind die Zahl der durch Huftritte getéteten Soldaten bei der
russischen Kavallerie oder die Zahl der Selbstmorde von Kindern in Preu-
Ben. Andere Beispiele sind das “Auftreten von Krebs nach medikamentoser
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0.4 0.4

0.3 0.3

0.2 0.2

0.1 0.1

=
0123456 7891011121314151617181920 T 012345678 91011121314151617181920

Abbildung 8.3: 1. Bild: Poissonverteilung zu A = 2. 2. Bild: Binomialvertei-
lung zu A = 10.

Behandlung” oder die “Anzahl der Lottogewinner” in hohen Réangen. Py mo-
delliert aber auch die Anzahl von Telefonanrufen innerhalb einer Zeitspanne,
oder die Ankunft von Kunden oder ‘Usern’, und ist deshalb in der Theorie der
Warteschlangen von zentraler Bedeutung. Bei Riickversicherungen treten sel-
tene, aber teure Ereignisse wie Erdbeben, Hurricanes oder Flugzeugabstiirze
auf. usw.

h... il M, o anddl
0123456 101112131415161718192 012345678 91011121314151617181920 12345678 91011121314151617181920

Abbildung 8.4: 1. Poisson- (schwarz) versus Binomialverteilung (grau) zu
n=20:A=2gegen p=0,1, A =10 gegen p = 0,5, A = 18 gegen p = 0, 9.

Schliefflich gilt fiir die Momente:

Proposition 8.2 Fine P, verteilte Zufallsvariable hat Erwartungswert X
und Varianz .

Beweis Sei £ verteilt gemafl P,. Dann gilt:

o >\k o k e )\k

BE) = exp(-A) Y kg = esp(—3) 3 kg = exp(-0) Yk
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= exp(—A)A E i Aexp(—A)exp(A) = .
k=0

Die Varianz kann z.B. mit Hilfe der Verschiebungsformel berechnet werden:

V() = E(€)-E()’ =E(¢) - X

=0 =LA
= exp(—)) k2H N =exp(—A) ) /f?E — X2
k=0 k=1
> )\kfl
= exp(-A)A) = 1)'((/{; —1)4+1) -\
k=1 )

Damit sind die Momente berechnet. O

8.4 Die Exponentialverteilung, Wartezeiten 11

Wir fahren mit der Argumentation aus Abschnitt fort. Angenommen,
P, = P,; beschreibe das Eintreten von genau k Ereignissen, £ > 0, im
Zeitintervall [0,¢]. Wie ist die Wartezeit auf das erste Ereignis verteilt?

Gesucht ist also eine Verteilung auf ([0, 00), B([0,00))) mit

p((t,00)) = Wahrscheinlichkeit, dafl alle Ereignisse nach t auftreten
= Wahrscheinlichkeit, daf bis ¢ kein Ereignis auftritt.

Akzeptieren wir dieselben Postulate wie im letzten Abschnitt, so muf} fiir
diese Verteilung p gelten, dafl
p((t,00)) = Par(0) = e™".
Somit hat die Verteilungsfunktion von p die Gestalt
F:R—[0,1], t — pu(—o0o0,t] =1—e"* falls t >0, t — 0 falls ¢ < 0.

Damit sind wir wieder bei der Exponentialverteilung angelangt, die wir schon
auf anderem Weg in Abschnitt aus inneren Eigenschaften heraus herge-
leitet haben.

Zur Realisierung eignet sich die Inversionsmethode:
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Abbildung 8.5: Dichte aexp(—az) der Exponentialverteilung zu o = 0, 3.

Bemerkung 8.5 Die Zufallsvariable { = —(InU)/«, wobei U gleichverteilt
in [0, 1] ist, ist exponentialverteilt zum Parameter a.

Beweis Die Verteilungsfunktion F' der Exponentialverteilung ist invertierbar
mit inverser Funktion

1
FYu) = ——1In(1 — u).
(1) =~ (1 )
Nach der Inversionsmethode [3.6] bzw. Satz ist die Zufallsvariable
L — o)
= — In —_
=

exponentialverteilt. Weil 1 — U genauso verteilt ist wie U, ist die Variable &
ebenfalls exponentialverteilt zum Parameter «. Il

8.5 Die negativen Binomialverteilungen

Wir hatten in Abschnitt [8.4] ein Modell fiir Wartezeiten, das unter der Zu-
grundelegung einer Poissonverteilung sinnvoll war. Wir betrachten nun eine
einfachere Situation, ndmlich Wartezeiten bei Bernoulli- Experimenten.

Wir machen uns das am {iblichen Urnenmodell mit w weiflen und s schwarzen
Kugeln klar. Sei » € N. Wie lange mufl man warten, bis r weifle Kugeln
gezogen sind? Natiirlich sind mindestens r Ziige notig. Der Ereignisraum ist
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Q= {0,1,,2,...}. Wir interessieren uns fiir das Ereignis: Ay, x, welches
beschrieben ist durch die Aussage

“Bei der r + k-ten Ziehung wird die r-te weifle Kugel gezogen”.

Wir betrachten also das Bernoulli-Experiment aus Abschnitt 2.1.2] Als Er-
eignisraum wéhlen wir

Qi = {0,137+

mit der Bernoulliverteilung P zur Erfolgswahrscheinlichkeit p = w/N. Wir
schreiben Ay, in der Form

r+k—1
Ak:"""k = (w17"'7w7‘+k) CWryk = 17 5 Wi:?”—]_ .

Da die Ziehungen unabhéngig sind, kénnen wir faktorisieren:

r+k—1

P(Apyir) = Plwy iy, = 1)11»( S wi=r- 1)

i=1
_ r+k—1 r—1/1 _ \(r+k—1)—(r—1) _ r+k—1 ri1 _ \k
—p( , 1 )p (1-p) ={ ,_; Jra=-p~
Das fiihrt zu folgender Definition:

Definition 8.3 Seir € N, 0 < p < 1. Die Verteilung B_,, auf Z, mit

B_y(k) = ( TJ;EI ! )pr(l -p)"

heifit negative Binomialverteilung zur r und p.

Die Verteilung ist in Abb. [8.6|graphisch dargestellt. Wichtig ist der Spezialfall
der Wartezeit auf den ersten Erfolg. Wir notieren ihre Verteilung gesondert:

Definition 8.4 Die negative Binomialverteilung mit r =1, d.h.

B_1,(k) = p(1—p)*
heifst geometrische Verteilung.
Die geometrische Verteilung kann als Verteilung der Anzahl der Fehlschliage

vor dem 1. Erfolg interpretiert werden. Der Beweis fiir diesen Spezialfall ist
einfach zu fiithren.
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Abbildung 8.6: Die negative Binomialverteilung zu den Parametern r = 10
und p = 0,8 bzw. p=0.4.

Abbildung 8.7: Die geometrische Verteilung zum Parameter p=0,4.

Bemerkung 8.6 (Zum Namen der negativen Binomialverteilung)

Setze fiir [ € Z (also nicht nur [ € Ny) und £ > 0
I\ Wl —=1)-...-(I-k+1) l _1
k) k! ’ 0o,
Dann gilt:

(r+k:—1 ) (k-1 (r+k-1)- ey

r—1 ) R@E-1! k!

_ —r(—r—1)-.}€.!-(—r—k+1)(_1)k _(_1)k( —kr)_

Also ist
B = () 0ty

Dies erklart den Namen ‘negative Binomialverteilung’.






Kapitel 9

Der zentrale Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz hat das Wort ‘zentral’ zurecht im Namen. Er
ist fiir die Statistik einer der wichtigsten Sétze {iberhaupt. Er sagt in etwa
folgendes: Kommt ein Zufallsgeschehen durch unabhéngiges (additives) Zu-
sammenwirken sehr vieler, sehr kleiner zufélliger Einfliilsse zustande, so ist
es ungefdhr normalverteilt. Dies ist eine gewisse Rechtfertigung vieler stati-
stischer Verfahren, die auf die Gaufiverteilung griinden. In der statistischen
Physik sind die Annahmen haufig in idealer Weise erfiillt. In anderen Berei-
chen ist jedoch Vorsicht geboten.

Wir werden in einem ersten Abschnitt den zentralen Grenzwertsatz formu-
lieren und kommentieren. Danach diskutieren wir das wichtige Konzepte der
Verteilungs- oder schwachen Konvergenz. SchliefSlich tragen wir den Beweis
des zentralen Grenzwertsatzes nach.

181
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.08

0.04

200 100 600 (U] 1000 1 2 2 1

Abbildung 9.1: Histogramme der Binomialverteilung zu p = 0,5 und n =
1,10, 100, 1000 (jeweils links), die standardisierten Histogramme im Vergleich
zur Standardnormalverteilung (rechts).
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Abbildung 9.2: Histogramme der Binomialverteilung zu p = 0,3 und n =
1,10, 100, 1000 (jeweils links), die standardisierten Histogramme im Vergleich
zur Standardnormalverteilung (rechts).
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|

200 100 &00 EOD 1000 4

Abbildung 9.3: Histogramme der Binomialverteilung zu p = 0,1 und n =
1,10, 100, 1000 (jeweils links), die standardisierten Histogramme im Vergleich

zur Standardnormalverteilung (rechts).
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9.1 Der zentrale Grenzwertsatz

Das schwache und das starke Gesetz der groflen Zahlen besagten, daf fiir
unabhéingige Wiederholungen &, ... &, einer Zufallsvariablen ¢ die Mittel
(& + -+ 4+ &)/n in einem schwachen Sinne, bzw. fast sicher gegen den
gemeinsamen Erwartungswert E(&;) = ¢ der & konvergieren. Zentrieren wir
die Zufallsvariablen, so konvergieren die Mittel gegen eine feste Zahl, namlich
0. Es sollen nun feinere Aussagen hergeleitet werden, die stéarker differenzierte
Schliisse zulassen. Dazu iiberlegen wir:

%;fz‘ = Z (%&) — 0.

=1

Wir haben hier die Zufallsvariablen & um den Faktor 1/n gestaucht. Wir
konnten untersuchen, was geschieht, wenn wir sie weniger stark stauchen,
etwa mit 1/v/2nloglogn oder auch 1/y/n. Das letztere ist einfacher und wir
versuchen es.

Definition 9.1 Sei £ eine quadratintegrierbare Zufallsvariable mit
o= (V(€)Y? > 0. Dann heifit die Zufallsvariable

die zugehorige standardisierte Zufallsvariable.

Die ersten zwei Momente sind klar:

Lemma 9.1 Standardisierte Zufallsvariablen sind zentriert mit Varianz 1.

Wir interessieren uns fiir Summen.

Lemma 9.2 Seien &, ... &, unabhingige identisch wverteilte quadratinte-
grierbare Zufallsvariablen mit V(&;) > 0. Ihr gemeinsamer Erwartungswert
sei ¥ und ihre gemeinsame Varianz sei o2, Fiir die Summe S, = & +---+&,
st dann
S, — nv
Sr= —.

n
no?

die standardisierte Summe.
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Beweis Der Zahler hat Erwartungswert nd und deshalb ist S} zentriert. Weil
die & unabhiingig sind, hat S, die Varianz no?. Nach der Homogenitit der
Varianz aus Lemma gilt also

1
vVno?

V(Sy) = (=) no* =1

O

Weitere Formen der standardisierten Summe sind in der Literatur gebréuch-
lich. Setzt man &, = >, &/n, so ergibt sich die Form

1= Y ).

g

Denken wir nun an den einfachsten Fall von Bernouillivariablen &; zu einer
Erfolgswahrscheinlichkeit p. Thre Summen sind binomialverteilt. Diese sind
in den Abbildungen [9.1] und auf der linken Seite zu verschiedenen
Erfolgswahrscheinlichkeiten dargestellt. Auf der rechten Seite sind die Ver-
teilungen der standardisierten Summen iiber die Dichte der Standardnormal-
verteilung gelegt. Wir beobachten, dafl deren Verteilungen fiir grofie n sehr
gut mit der Standardnormalverteilung iibereinstimmen. Fiir p = 1/2 zeigt
sich diese Ubereinstimmung schon fiir moderat groBe n, fiir unsymmetrische
Binomialverteilungen dauert es ldnger. In jedem Fall ndhern sich die Vertei-
lungen schliellich an. Die Prézisierung und die Verifizierung dieser Aussage
ist das néchste Ziel.

Wir formulieren eine einfache Version des zentralen Grenzwertsatzes. Wir
bezeichnen mit @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Die-
se ist definiert iiber ihre Dichte (27)~'/2 exp(—22/2).

Satz 9.1 (Zentraler Grenzwertsatz) Seien &, &y, ... unabhingige Zufalls-
variablen mit identischer Verteilung u, und den (gemeinsamen) ersten zwei
Momenten E(&;) = 9 und 0 < V(&) = 0* < co. Seien F, die Verteilungs-
funktionen der standardisierten Summen S;. Dann gilt:

F.(y) — @(y) fir alle y € R, n — oc.

Der Beweis wird in Abschnitt nachgetragen.
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Die Verteilungsfunktion @ kann nicht als geschlossener analytischer Aus-
druck angegeben werden. Man kann sie aber approximieren und dann tabel-
lieren.

Um ein besseres Gefiihl fiir die Aussage des Satzes zu bekommen, schrei-
ben wir sie einige Male um und interpretieren die jeweilige Form. Zunéchst
besagt sie konkret, daf fiir jedes b € R gilt, dafl

&_Wg@z@m

ﬂ@:MﬁngP(

no?
Ist dann a € R mit a < b, so heifit das

S,, — nv

no?

P@<: gb)zéwy—ﬂ@.

Man bemerke, dal es egal ist, ob man in der linken Klammer < oder <
schreibt. Dies ist jedenfalls dquivalent zu

P(nﬁ +avno? < S, <nd+ bV naQ) ~ P(b) — D(a)
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o/2 o2 o

Abbildung 9.4: Standardnormalverteilung mit zwei- und einseitigen Verwer-
fungsbereichen zum Signifikanzniveau o

und desweiteren zu

IP’(q? + a\/g <& <0+ b@) ~ &(b) — b(a).

Wir wahlen nun b > 0 und a = —b. Wegen der Symmetrie der Gauflverteilung
gilt &(—b) =1 — &(b), also P(b) — ¢(—b) = 2&(b) — 1 und bekommen

2 B 2
P(ﬁ—b\/%<£n§19+b "—) ~ 20(b) — 1. (9.1)

n

Diese Form erlaubt eine erste Interpretation.

Beispiel 9.1 Der Wert o stehe in der Beschreibung des Mefigerites und sei
somit bekannt. Jemand behauptet, dafl ein gewisses 9¥* wirklich der Erwar-
tungswert der &; ist. Wir fragen, ob wir dies verneinen sollen (weil uns eine
falschliche Annahme hohe Kosten verursachen wiirde). Dann bestimmen wir
b* so, daBl die Wahrscheinlichkeit in , also auch die rechte Seite, sehr
grof} ist. Typischerweise wéihlt man Zahlen wie 0,9 oder 0,95. Betrachten wir
das Beispiel 2¢(b*) — 1=0,95. Dann wissen wir, dal unter dieser Annahme

P(gne (—oo,ﬁ*—b* "ﬂ U [ﬁ*+b*\/§,oo)> ~0,05. (9.2)

Ist dies nach einer Versuchsreihe tatsdchlich der Fall, so lehnen wir die Hy-
pothese ¥ = ¥* zum Signifikanzniveau o = 0,05 ab. Die Menge in heif3t
Verwerfungsbereich. Sie ist in Abbildung [9.4] symbolisch dargestellt. Sie be-
steht aus zwei Teilintervallen, deren Wahrscheinlichkeit jeweils /2 = 0,025
betréigt. Es bleibt noch, die Zahl b*, und damit den genauen Verwerfungsbe-
reich, zu bestimmen. Es ist @(b*) = 1,95/2 = 0,975. Aus der Tabelle ent-
nehmen wir den Wert b* = 1,96. Damit haben wir (etwas schlampig) einen
Signifikanztest mit der Nullhypothese ¥ = ¥* und der Alternative ¥ # 9*
durchgefiihrt und die Nullhypothese zum Signifikanzniveau o = 0,5 verwor-

fen.

Tests dieser Form heiflen Gauf$- oder z-Tests.
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In diesem Beispiel sind wichtige Groflen versteckt. Zum Beispiel heben wir
der Tabelle fur ¢ die Zahl B* entnommen, fiir die ¢(b*) = 0,075 ist und
B* = 1,96 abgelesen. Die Tabelle enthilt natiirlich je nach Feinheit der
Unterteilung alle Werte @(b*). Solche Tabellen existieren natiirlich fiir alle
wichtigen Verteilungen, heutzutage in elektronischer Form. Wir halten fest:

Definition 9.2 Seien F' eine Verteilungsfunktion und o € (0,1). Dann ist
jede reelle Zahl g, mit F(qo) > o und F(ga—) > 1 — a ein a-Quantil.

Die Definition ist so uniibersichtlich, weil Verteilungsfunktionen Plateaus und
Spriinge haben konnen. Ist F' bijektiv - wie in den Standardfillen, so gilt
einfach ¢, = F~'(a). In Beispiel [0.1] ist gog7s = togrs = 1,96 das 0,975-
Quantil der Standardgaufiverteilung mit Verteilungsfunktion .

Es gibt - je nach Bedarf - verschiedene Sprechweisen.

Bemerkung 9.1 In der Biometrie werden Wahrscheinlichkeiten oft in Pro-
zent ausgedriickt. Dann heiflen die Quantile auch Perzentile. Das 1/2-Quantil
heifit Median, die 1/4- bzw. 3/4 Quantile heiflen unteres bzw. oberes Quantil.
(1 — @)-Quantile werden auch Fraktile genannt.

Auf der in Beispiel skizzierten Idee basieren viele statistische Tests.

Wir formen noch einmal um zu

_ 2 _ 2
P(ﬁn—b\/§<ﬁ§§+b\/%) ~ 20(b) — 1.

Diese Zeile kann als Schitzung interpretiert werden.

Beispiel 9.2 Wir iibernehmen die Zahlenwerte aus Beispiel 0.1} Dann liegt
¥ mit Wahrscheinlichkeit 0,95 im Intervall

_ 2 2
[gn—1,96\/a—,§n+1,96\/0—].
n n

Also ist &, ein Schitzer fiir ¥, das Intervall heiBt Konfidenzintervall zum
Niveau o = 0, 05. Dies legt nahe, dafl £, eine gute Schatzung fiir 4 ist.

Entlang solcher Ideen bewegt sich die elementare Schétztheorie. Das folgende
Beispiel stellt einen Vergleich mit dem schwachen Gesetz der groflien Zahlen

her.
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Beispiel 9.3 Im Beispiel [5.9) zum schwachen Gesetz der grofien Zahlen wur-
de fiir unabhéngige Bernoullivariablen & mit P(§; = 1) =p=1—P(§ = 0)
ein moglichst kleines n* mit

1 &
p ( L
n*

=1

Z@-

—p <(x01> > 0,95 (9.3)

gesucht. Wir fanden eine obere Schranke in der GroBenordnung 50.000. Wir
schreiben nun das Ereignis in (9.3) in die Form um, die wir im zentralen
Grenzwertsatz benutzt haben. Es ist

*

Yy i -

npl—m

< 0,01

1«
‘—* Z &—p‘ < 0,01 genau dann wenn -
A p(1—p)

Auf der rechten Seite finden wir die Zufallsvariable S wieder. Wegen p(1 —
p) < 1/4 gilt:
n*)

L (ENE) pﬂ”—im)zp(w;;*

Wir unterstellen nun, dafl die Approximation im zentralen Grenzwertsatz
giiltig ist. Dann ist der rechte Ausdruck ungefihr gleich

@(0,02v/n*) — &(—0,02v/n*) = 28(0,02v/n*) —

Also ist ein n* gesucht, so dafl

20(0,02v/n*) — 1~ 0,95, D(0,02v/n*) ~ 1,95/2 = 0, 975.

Wir haben der Tabelle fiir den rechten Wert das 0,975-Quantil 1,96 entnom-
men, also ist v/n* > 98 und n* > 9604. Gegeniiber n* = 50.000 haben wir
uns also um einen Faktor 5 verbessert.

Fiir die Gauflverteilung gibt es ein paar Merkregeln fiir Konfidenzintervalle.
Sie erkliaren auch einige mysteriose Zahlen bei der Fehlerangabe bei Messun-
gen.

Beispiel 9.4 (0-Regeln) Folgende Regeln finden in der Experimentalphy-
sik, insbesondere den Praktika, bei der Fehlerrechnung ausgiebig Verwendung.
Es handelt sich um Faustregeln, die sogenannten ‘o-Regeln’, welche speziellen
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Tabelle 9.1: N (¥, 0?)

’ von-—bis ‘ Wahrscheinlichkeit % ‘ ’ von—bis ‘ Wahrscheinlichkeit % ‘
vEt1l-0 68,27 +1 68,27
YE£2-0 95,45 +2 95.45
Yv+£3-0 99,73 +3 99,73
¥+£1,9 -0 95 +1,96 95
Y+£2,58 0 99 +2, 58 99
¥£3,29-0 99,9 +3,29 99.9

191

Tabelle 9.2: N(0,1)

Intervallen, den Normal- oder Referenzbereichen, ihre Wahrscheinlichkeit zu-
ordnen. Die 1-, 2- und 3-Sigmaregeln sind in der unteren Hélfte der Tabellen

und [9.2] angegeben.
Folgendes steckt dahinter:

(1) Sei 1 eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert ¥ und Va-
rianz o?. Standardisierung liefert die Variable

welche standardnormalverteilt ist, d.h. Gauflisch mit Erwartungswert 0 und
Varianz 2. Dann gilt natiirlich

P(n—b-a <9< 77+b-0) _ P(—b 0 ; )

< b) — P(—b << b) — 23(b)—1.
(2) Sei nun 0% bekannt, etwa aus dem Handbuch des Geréteherstellers. Unsere
Aufgabe sei, ¥ zu schéitzen. Dazu suchen wir ein Intervall, in welchem
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit liegt. Standardgrofien sind 0,9, 0,95
etc. Nehmen wir 0,95. Dann miissen wir dasjenige b bestimmen, fiir welches
290(b) — 1 = 0,95 ist. Aus der Tabelle entnehmen wir b = 1,96, d.h.

P(n—1,96-a<19§n+1,96~a> —0,95.

(3) Nun fiithren wir eine Reihe &, &, ... von fehlerbehafteten Messungen
durch und bilden den empirischen Mittelwert

1<
f:ﬁ;@:ﬁ-
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wobel wir jetzt absichtlich den unteren Index n unterdriicken. Wir nehmen
an, dafl £ den Erwartungswert 9 der &; hat (was zu obigem pafit), aber auch,
dafl die Varianz eine Zahl o2 ist (das ist nicht das obige). Den zentralen

Grenzwertsatz nimmt man zum Anla8, € als normalverteilt zu betrachten.
Damit bekommt man dann z.B. fiir die Zeile 4 in Tabelle 0.1k

P, —1,96-0 <9 <&,+1,9-0) =0,95. (9.4)

1,96 ist das 0,975, 2,58 das 0,995 und 3,29 das 0,9995-Quantil von N(0,1).

Das letzte Beispiel dieses Abschnittes behandelt eine etwas veraltete Methode
zur Simulation gauBlischer Zufallsvariablen, der aber ein witziges Beispiel zum
zentralen Grenzwertsatz darstellt.

Beispiel 9.5 (Simulation GauBischer Zufallsvariablen) .

In dlteren Biichern wird folgender - zunéchst mysterios anmutender - Algo-
rithmus zur Erzeugung einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen . Er
lautet:

Erzeuge unabhéingige und in [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen Uy, ... ,Ujs

und setze
12
n=>» U—6.
i=1

Die Erklarung beruht auf dem zentralen Grenzwertsatz: Fiir die ersten beiden
Momente der Uy, . .., U, wurde in Beispiel [5.7| ausgerechnet, dafi E(U;) = 1/2
und V(U;) = 1/12. Deswegen ist die standardisierte Zufallsvariable

12 12

12 77— 12/2
S>1c<2 — Zz:l / _ 2 Uz —6.
=1

V12/12

Es wird unterstellt, daf§ S}, nach dem zentralen Grenzwertsatz approximativ
standardnormalverteilt ist. Diese Simulation ist wegen n = 12 recht ungenau.

Es gibt wesentlich bessere - exakte - Methoden zur Simulation Gaufischer
Zufallsvariablen, z.B. die exakte Methode von Box-Muller, siehe etwa den
Anhang von 7.

Wir schlieen diesen Abschnitt mit zwei Bemerkungen. Der folgende Satz
fiir Bernoullivariablen ist der klassische zentrale Grenzwertsatz, benannt nach
DE MOIVRE und LAPLACE.
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Satz 9.2 (Zentraler Grenzwertsatz von De Moivre-Laplace)
Seien &;, i > 1, unabhdngige Bernoullivariablen mit Werten in {0,1} zur
Erfolgswahrschemlzchkelt p=P& =1), mit 0 <p < 1. Dann gilt

P@ﬂ/@-ag n_ —>q*> — &(a).

Interessanterweise taucht hier die Normalverteilung auf. DE MOIVRE lebte
1667- 1754, LAPLACE lebte 1749-1827 und GAuSS von 1777-1855. Also ist
C.F. GAuUsS sicher nicht der alleinige Vater der ‘Gaufiverteilung’.

Im Zusammenhang mit dem zentralen Grenzwertsatzes sind quantitative
Aussagen wichtig. Wir zitieren eine Standardversion, welche sogar gleichméfi-
ge Konvergenz der Verteilungsfunktionen liefert.

Satz 9.3 (Satz von Berry-Esséen) Sei

v=E (& —E@&)) <

Dann gilt :
0, 8y

ad/n’

|Fo(x) — D(2)] <

S

Sétze dieses Typs findet man in 7.
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"
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Abbildung 9.5: Seien &, ... , &, unabhéingige Wiederholungen einer Zufalls-
variablen &, welche auf {0,1,9} gleichverteilt ist. u, seien die Verteilungen
der Summen & + -+ +&,. Firn = 1,2,5,10,50 und 1000 wurden jeweils
100 000 Realisierungen berechnet. Im Bild sind die jeweiligen empirischen
Histogramme dargestellt.

9.2 Summen von Zufallsvariablen, Faltung

Wir hatten mit Verteilungen von Summen von Zufallsvariablen zu tun. Wir
betrachten diese nun genauer.

Definition 9.3 Sind & und n unabhdngige Zufallsvariable mit Verteilung
und v, so heifit die Verteilung p = pxv von £ +n die Faltung von p und v.

Fiir diskrete Zufallsvariablen rechnet man die Faltung leicht aus. Sind £ und
1 unabhéngige diskret verteilte Zufallsvariablen mit

pla) =PE=x), veX, viy)=Ph=y), ye¥, [X|, [Y[<IN], (9.5)
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so ist natiirlich

pxv(z) = Z P=2)Pn=vy), ze X+Y={z+y:zeX, yeY}

z€X, yey
T+y==z

Das kénnen wir in der folgenden Form umschreiben:

Satz 9.4 Seien & und n unabhdngige, nach verteilte Zufallsvariablen.
Dann gilt

ok v(z) = Z p(x)v(z —x), wobei z € X +Y. (9.6)

rzeX

Wichtige Familien von Verteilungen sind unter der Faltung geschlossen. Dis-
krete Beispiele sind die Familien der Binomial- und der Poissonverteilungen.

Beispiel 9.6 Seien p und v Binomialverteilungen zu derselben Erfolgswahr-
scheinlichkeit p und zu n und m. Dann ist p * v eine Binomialverteilung zur
Erfolgswahrscheinlichkeit p und zu n + m.

Beweis Wir benutzen die allgemeine Identitét fiir Binomialkoeffizienten (z.B.

Ubung):
=)=

Damit bekommen wir

=% (p ) () ras

z

_ ( )p<1—p>+ |

was die Behauptung liefert. Il

Ein niitzliches Hilfsmittel zur Berechnung diskreter Faltungen ist die Erzeu-
gendenfunktion.
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Definition 9.4 Fiir eine Zufallsvariable & mit ganzzahligen nichinegativen
Werten bzw. ihre Verteilung p heifit die Potenzreihe

E(t*) = g(t ZPS k)t Zu t>0, (9.7)
Erzeugendenfunktion von § bzw. u. Wir schreiben auch ge oder g,,.

Sie charakterisiert die Verteilung. Dazu bezeichne ¢*) die k-te Ableitung
einer reellen Funktion g.

Proposition 9.1 Unter den Bedingungen von Definition[9.4] gilt:
p(k) =P(& = k) = g™ (0)/k!. (9-8)

Beweis Man differenziere k£ mal. O

Wir berechnen eine konkrete Erzeugendenfunktion.

Beispiel 9.7 Sei ¢ poissonverteilt mit Parameter A. Dann gilt

(1)
Kl

k=0

ge(t) = exp(—N) — exp(—A) exp(A) = exp(A(t— 1) (9.9)

Zur Berechnung von diskreten Faltungen stellen wir fest:

Proposition 9.2 Sind & und n unabhdngige Zufallsvariablen mit Werten in
Ny und mit Verteilungen p und v, so gilt

Get+n = Guwv = 9eGn = Gu9v- (9.10)

Beweis Weil die Variablen £ und 7 unabhéngig sind, sind nach Folgerung
auch fiir jedes ¢ die transformierten Variablen #* und ¢7 unabhingig. Nach

Satz [6.3] gilt also

Gern = B(t5H) = E(t5¢") = E(1)E(t") = gegy.
Das war zu zeigen. 0
Etwa fiir die Poissonverteilung ist es ékonomischer, erst die Erzeugenden-

funktion einzufiithren und dann Proposition 9.2/ zu verwenden, als die Faltung
direkt zu berechnen.
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Beispiel 9.8 Seien i und v Poissonverteilungen mit den Parametern A\ und
K, so ist u * v eine Poissonverteilung zum Parameter \ 4 k.

Beweis Nach Proposition [0.2] und Beispiel [9.9] gilt:

Gues(£) = exp(M(t — 1)) exp(i(t — 1)) = exp((A + £)(t — 1))

und deshalb ist u * v eine Poissonverteilung zum Parameter \ + k. O

Die Formel suggeriert, wie die Faltung fiir Verteilungen mit Dichten
aussehen wird.

Satz 9.5 Seien & und n unabhdngige Zufallsvariablen, deren Verteilungen
i und v Dichten f und g haben. Dann hat die Zufallsvariable & + n die
Verteilung 1 x v mit Dichte

0= [ 1wt~ v,

(bzw. 0, falls [ ... = 00).

Beweis Zum Beweis betrachten wir die gemeinsame Verteilung der Zufalls-
variablen ¢ und 7, d.h. von (£,7) auf einem durchschnittstabilen Erzeuger
von B2. Seien dazu a < b und ¢ < d. Dann gilt

Pla<{<bec<n<d =Pla<{<b) -Plc<n<d) (9.11)

/abf(:c)dx~/ dy_//f y)da dy

(hier wurde der Satz von Fubini verwendet). Also ist (£, 7) verteilt mit Dichte
f(x)g(y) beziiglich des zweidimensionalen Lebesguemafles d\(z,y) = dz dy,
in etwas schlampiger Notation. Es bleibt zu zeigen, dafl die Verteilungsfunk-
tion der Summe & + 7 die folgende Gestalt hat:

Petn<s= f(x)g(y)dxdyz/ ([ rwgte - ) du) av.
{(zy): 2+y<z}
Die erste Identitdt wurde soeben hergeleitet. Die zweite bleibt zu beweisen.

Dazu brauchen wir die Substitutionsformel aus der Analysis: Seien D und G
Gebiete im R? und sei (p,1) : D — G eine bijektive stetig differenzierbare
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Abbildung, deren Umkehrabbildung ebenfalls stetig differenzierbar ist, also
ein Diffeomorphismus.

Dann gilt

[ vy dody = [ bt o)) det 7.0 dud
G D
wobei J (u,v) die Funktionaldeterminante von (¢, ) ist, d.h. mit x = (u, v)
9p  Op
J(z) —det< o >
du B
Im konkreten Fall setzen wir:
D = {(u,v):v <z},
G = {(z,y) =(wv—u):(y,v) ER*v< 2} ={(z,y) v +y < 2},
r = (p,¥)(u,v) =u, y=1v(u,v)=0v-—u.
Dann ist (¢,9)(D) = G und

9p ¢
ou  Ov o
det(a_w a_w)‘_

1 0
det(_1 1)’:1.

ou  Ov
Also gilt
[ ey = [ gl — ) dude
{(up)wsz)
{(Iry)Zﬁ?‘i’ySZ}
/ ( / fw)g(v—u du> dv,
was die behauptete Gestalt der Dichte von £ 4 n bestétigt. O

Bemerkung 9.2 Die direkte Berechnung der Faltung benutzt Satz [0.5 und
die Transformationsformel. Ahnlich wie im diskreten Fall gibt es eine elegan-
tere Methode: Dort wird die Erzeugendenfunktion durch die Fouriertransfor-
mation

A(t) = / explita) dp(z) = / expl(ite (w)) dP(w) (9.12)

ersetzt. Hat p eine Dichte f, so gilt

= / f(z) exp(itz) dx, (9.13)
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was die bekannte Fouriertransformierte der Funktion f € £'(dz) ist (modulo

beliebiger Normierung). Ist £ eine Zufallsvariable mit Werten in Ny, so wird
aus (9.12)) der Ausdruck

Z exp(itk)P Z P(¢ = k) exp(itk) Z P(¢

mit u(t) = exp(it). So haben wir eine enge Verwandtschaft der Erzeugenden-
funktion mit der Fouriertransformierten.

In der Analysis wird in den Grundvorlesungen oft die Fouriertransformierte
nur in der Form (9.13)) fiir Funktionen und nicht fiir Mafle eingefiihrt. Der
allgemeine Fall wird meist in Vorlesungen iiber Distributionen behandelt.

Das wichtigste Beispiel ist die Normalverteilung.

Beispiel 9.9 Seien i und gy Normalverteilungen zu den Erwartungswerten
a; und den Varianzen o?. Die Dichten haben dann die Form

1 — ;)?
exp(—u), 1=1,2.

2o 20?

3

Die Faltung 1 = pq * po ist dann eine Normalverteilung mit Erwartungswert
oy + ap und Varianz o7 + o3, d.h. mit Dichte

1
27(0? + 03)

(x — (g + 042))2>'

xp ( B 2(0? + 03)

Beweis Seien f und g die jeweiligen Dichten. Dann gilt nach Sat749.5], daf

- / F(t)gla — 1) dt
\/ﬁ\/ﬁ /exp t—Oiél) ) exp<_($—;0—§a2) )dt.

Das Resultat ergibt sich nach geeigneter Substitution.

Eleganter geht das - ganz analog zur Erzeugendenfunktion mit Hilfe der
Fouriertransformierten

N(a,0?)t) = exp(iat — o*t?/2).
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Dies ergibt

(N (a1, 0?) x N(a3,03))" = exp(iait — o:t*/2) exp(iagt — o5t /2)
= exp(i(ag + ap)t — (0f + 03)t*/2),

woraus man das Gewiinschte abliest. O

9.3 Schwache und Verteilungskonvergenz

Wir brauchen einen geeigneten Konvergenzbegriff fiir Verteilungen. Dabei
diirfen wir uns natiirlich nicht auf Konvergenz gegen die Gaufiverteilung be-
schrinken. Wir haben oben folgende natiirliche Variante benutzt: Zufalls-
variablen ¢; konvergieren ‘in Verteilung’ gegen eine Zufallsvariable &, wenn
ihre Verteilungsfunktionen F; punktweise gegen die Verteilungsfunktion @
von ¢ konvergieren. Das pafit schon beinahe (und ist im Falle des zentralen
Grenzwertsatzes auch geeignet), aber wir brauchen eben einen allgemeineren
Konvergenzbegriff. Wir begriinden dies mit folgendem Beispiel.

Beispiel 9.10 Seien & unabhéngige zentrierte normalverteilte Zufallsvaria-
blen mit jeweiliger Varianz V(&) = 1/k. Sei ferner £ eine fast sicher konstante
zentrierte Zufallsvariable, d.h.

Die entsprechenden Verteilungen seien 1, und p = €¢. Nach Betrachtung der
Dichten sollten die & in Verteilung gegen £ konvergieren (man vgl. Abb. .
Das tun sie in der Tat: Fiir die Dichten gilt

|k k- 2? 0 falls x#0
felw) = %exp(— 2 > H{ oo falls z=0 "~
Bezeichnen wir die Verteilungsfunktionen mit @5, und F. Esist F'(y) = Ijo o0)-
Somit gilt

D(y) — F(y) firalle y#0, @,(0)=1/2-»1=F(0).

Wollen wir also Konvergenz, so miissen wir den Punkt 0, also die Unstetig-
keitsstelle von F' ausschlieen. Da @ stetig ist, war dies im zentralen Grenz-
wertsatz nicht notig.
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Wir entwickeln nun ein geeignetes Konzept. Fiir die Analyse sind die Va-
rianten aus dem folgenden Satz niitzlich. Dazu erinnern wir daran, dafl
iiblicherweise Cy(R) den Raum der stetigen beschrankten reellen Funktionen
auf R bezeichnet, und C2°(R) der Raum der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen auf der reellen Achse mit beschrianktem Tréager ist (eine Funktion
f : R — R hat beschrinkten oder kompakten Trdiger, wenn es ein (kompak-
tes) Intervall [a,b] gibt, mit f|R\[a,b] = 0). Fiir eine Menge B ist 0B der
topologische Rand B*\ B® mit dem Abschlu B* und dem offenen Kern B°
von B. Fiir Intervalle I = |a,b], (a,b], (a,b), ..., a < b € R ist also stets
0I = {a,b}. Fiir Intervalle vom Typ I = (—00,b), (—o0,b], ... ist I = {b}.

Satz 9.6 (Portmanteau Theorem) Seien &, und & Zufallsvariablen mit
Verteilungen i, und p. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) E(f(&)) = E(f(§)) fir alle | € Cy(R).

(b) E(f(&n)) = E(f(E)) fiir alle f € CZ(R).
(¢) pn(I) — p(I) fir alle beschrinkten Intervalle I mit u(0I) = 0.

Der Name des Satzes bedeutet ‘Manteltheorem’. Es steht keine Person hinter
dem Namen. Die Version (¢) ist nichts anderes als die Verteilungskonvergenz
auf R, wie sie in Satz benutzt wurde und in Satz mit dem Port-
manteau Theorem in Verbindung gebracht werden wird. Diese Version ist in
einer Dimension sehr praktisch, wird aber fiir den R? sehr kompliziert und
unhandlich. Die Version (b) ist fiir den R? sehr geeignet, weil sie die An-
wendung analytischer Hilfsmittel wie Taylorapproximation erlaubt. Version
(a) ist formal am allgemeinsten und la8t sich auf allen Réumen einfiihren,
welche einen Stetigkeitsbegriff zu definieren erlauben. Also kann sie bei allen
topologischen Grundraumen angewendet werden.

Bemerkung 9.3 (a) Falls die Verteilung p auf R eine Dichte besitzt, so ist
stets u({z}) = 0 und (c) ist ohne den Zusatz pu(9I) = 0 giiltig.

(b) Diese Bedingungen sind auflerdem &quivalent zu
(d) pn(B) — w(B) fir alle B € B mit u(0B) = 0.

Das beweisen wir hier nicht (wobei die Implikation (d) = (¢) offensichtlich
ist).
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Abbildung 9.6: Zum Beweis von Theorem (b) = (c).

Beweis des Portmanteau Theorems Die Implikation (a) = (b) ist
klar. Die Implikation (b) = (c) beruht auf einem einfachen Monotieargument:
Sei z.B. I = [a,b] oder ein endliches Intervall anderen Typs, und sei £ > 0.
Dann gibt es eine abgeschlossene Menge F, und eine offene Menge G, mit

F.cIl’clIclI*cQG.

und p(G\F.) < e (denn p(I°) = p(I*)!). Aus der Analysis wissen wir: Zu
F. und G. gibt es f., g. € C°(R) mit kompaktem Triager und

1p, < f: <1/ <g. < 1lg. < 1,
(vgl. Abb. . kleine f und g Wegen p,,(I) = P(§, € I) = E(1;(£)) gilt also
E(fe(&n) < pn(l) < E(ge(én)).
In — o0 In — o0
p(Fo) < E(f(8) <p() <E(g(§) <u(G.) <p(F)+e
Die Pfeile | gelten nach Voraussetzung. Also gibt es n. mit
lpn (1) — ()| < 2e  fiir jedes n > n..

Mit € | 0 folgt die Behauptung.

Es bleibt die Implikation (c¢) = (a) zu beweisen. Es geniigt, die Aussage (a)
fiir stetige Funktionen f mit 0 < f <1 zu beweisen. Zu jedem ¢ > 0 gibt es
eine Treppenfunktion g der Form

g= Zin(ai,ai+ﬂ
i=1
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mit kompaktem Trager und mit

0<g<f E(f(&))—E(g(§) <e.

Diese kann so eingerichtet werden, dafi u({a;}) = 0 fiir jede Sprungstelle q;
von g (es gibt nur abzdhlbar viele z mit p({z}) > 0!). Damit gilt

Blo(60)) = D g aseal) — D (s ) = Blg().

Somit ist nach Voraussetzung:

lim inf E(f(£,)) = liminf E(g(&,)) = E(g(£)) = E(f(§)) —e.

n—oo n—oo

Mit € | 0 ergibt sich:
lim inf K(f(&n)) = E(f(&n))-

n—0o0

Dieselbe Argumentation fiir 1 — f liefert

limsup E(f(£n)) < E(f(E)).

n—oo

Insgesamt ergibt sich also

lim B(f(n)) = E(f(¢))

n—oo

und der Beweis ist vollstandig. U

Die Teile (a) und (b) des Portmanteau Theorems haben eine physikalische
Interpretation: Man beobachtet nie £(w) punktweise, sondern ein gewichtetes
Mittel E(f(£)), wobei f eine sogenannte ‘Testfunktion’ ist, die die Unschérfe
des Mefinstrumentes charakterisiert.

Wir fassen zusammen.

Definition 9.5 Die Verteilungen p, auf R konvergieren schwach ge-
gen die Verteilung p auf R, wenn eine der Bedingungen (a) - (d) aus dem
Portmanteau-Theorem gilt. Oft schreibt man dafiir

w
ey — [
Eine eher statistisch orientierte Version ist die klassische, die mit Verteilungs-

funktionen formuliert wird, und die wir in Satz[9.1| gewéhlt haben. Allerdings
miissen wir diese etwas verallgemeinern.
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Satz 9.7 Die Folge von Verteilungen p, auf R konvergiert schwach gegen
die Verteilung p auf R, genau dann wenn fir die zugehorigen Verteilungs-
funktionen F,, und F gilt, dafs

F.(y) — F(y) fir alle Stetigkeitsstellen y von F.

Die schwache Konvergenz verallgemeinert die Konvergenz reeller Folgen.

Beispiel 9.11 Betrachte die Verteilungen py = ¢, und p = ¢, auf R (ge-
nauer auf B') mit z;, — x, k — oo. Dann gilt - aufler fir y = z - daB
Fi(y) — F(y), d.h. Fi(y) — 0, wenn y < z und Fi(y) — 1 wenn y > z.
Somit ist die schwache Konvergenz von Verteilungen eine Verallgemeinerung
der Konvergenz reeller Folgen.

In der Unstetigkeitsstelle x von F kann in diesem Beispiel alles mogliche
passieren: Fiir z, \  z, o) # x, gilt Fip(zr) =1 — 1, und fir x; Mz, ) # x,
gilt Fj(z) = 0 - 1 = F(z). Entsprechend konvergiert (Fi(x))r>o fiir um «
alternierende Folgen iiberhaupt nicht.

Bei dem zentralen Grenzwertsatz geht es um Konvergenz gegen die Normal-
verteilung. Diese hat eine stetige Dichte und wir kénnen obige Vorsichtsmaf3-
nahme vergessen:

Proposition 9.3 Ist die Verteilungsfunktion F in Theorem stetig, so
konvergieren die &, bzw. die u, schwach gegen & bzw. | genau dann, wenn

F.(y) — F(y) fiir jedes y € R. (9.14)

Beweis von Satz Es gelte (9.14)). Wir erinnern uns an die Identitét
(3.5), die besagte, daB u({y}) = F(y) — F(y~). Daraus folgt, da8

u{y}) =0 <= F ist stetig in y.

Wir wihlen nun ein Intervall I = (o, 8] mit p({«, 5}) = 0. Dann gilt wegen

, dafl
pn(I) = Fo(B) = Fu(e) — F(B) — F(a) = p(I).

Dies ist unabhingig vom Intervalltyp, solange nur pu({a, 8}) = 0. Damit gilt
(¢) im Portmanteau Theorem.

Gelte umgekehrt die Bedingung (a) im Portmantau Theorem.



9.4. Beweis des zentralen Grenzwertsatzes 205

Abbildung 9.7: Zum Beweis von Satz [9.7]

Ist u({y}) =0, so gibt es f, g € Co(R) vom Typ in Abb. [9.7 mit
0<9g< Iy </

und
E(f(§) —e < E(?(f)) < p((—o00,y]) < E({(S))
E(9(&)) < pn((—00,y]) < E(f(&))

also schliefllich |F,,(y) — F(y)| < 2e. Die endgiiltige Aussage erhélt man im
Limes ¢ — 0. U

Bemerkung 9.4 F ist durch die F}, eindeutig bestimmt, wegen der Rechts-
stetigkeit, ebenso ist p durch die u, eindeutig bestimmt.

9.4 Beweis des zentralen Grenzwertsatzes

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den zentralen Grenzwertsatz bewei-
sen. Wir wihlen die elegante Version von H.-G. KELLERER, Miinchen[]

Wir beginnen mit einer trivialen Beobachtung. Bezeichne dazu g(x) die
Dichte der Standardnormalverteilung.

Lemma 9.3 Seien 1y, 1, ... unabhingig und gemdf N(0,1) verteilt. Dann

sind die Summen
>
i=1 v

lder leider im Sommer 2005 bei einer Bergwanderung todlich verungliickt ist
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ebenfalls gemaff N'(0,1) verteilt. Fiir jedes f € C°(R) gilt

Beweis Ist 7; gaufiverteilt mit Mittelwert 0 und Varianz 1, so ist ;/n'/? gauf-

verteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz 1/n. Die Summe von unabhéingi-
gen gauflverteilten Variablen ist gauflverteilt, wobei sich sowohl Erwartungs-
wert als auch Varianz addieren, siehe Beispiel . Also ist 7", m;/n'/? nach
dem Satz von Bienaymé standardnormalverteilt. Die Form des Erwar-
tungswertes ergibt sich aus Satz [4.7] O

Um die standardisierten Variablen S} mit den 7; aus Lemma zu verglei-
chen, benutzen wir die folgende Abschétzung.

Lemma 9.4 Seien &, n und ¢ Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F,P). Sei ferner f € C(R) beschrdnkt. Sind die Zufallsvariablen £, ¢
bzw. n, C unabhdingig, so gilt

[E(f(€+ ) —E(f(n+ Q)| <sup[E(f(€+1)) —E(f(n+1)).

teR

Beweis Sei zunéachst

1<i<k

eine elementare Funktion mit einer endliche Partition {A;}*, von Q mit
paarweise verschiedenen Ereignissen A; in F und paarweise verschiedenen
Gewichten v; € R. Dann gilt

(5 #)) = Er(oa (5 )= ()

1<i<k 1<i<k

wobei fiir die letzte Gleichung die Unabhéngigkeit in Form von Satz
und die folgende Multiplikativitdt der Erwartungswerte aus Satz (6.3 benutzt
wurden. Damit konnen wir abschétzen

B(F(E+O) —Em+O) < D PANESE+ 7)) — E(f(n+7))]

1<i<k

< sup [E(f(§ + 1)) —E(f(n+1))]-

teR
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Allgemeine Zufallsvariablen ¢ approximieren wir nun durch elementare. Dazu
setzen wir

m—1
In(t) = Z on I((m—1)/27m/2n)-

1<m<n2n

Dann gilt g,(t) T ¢t und somit ¢, = ¢,(¢) — (. Es sind &,¢, bzw. n,¢,
unabhéngig und der erste Teil des Beweises ist anwendbar. Weil f stetig ist,

gilt
¢ ¢
f(n +<n)—>f(77 +<n).

Die Integranden sind gleichméfig beschrénkt. Nach dem Konvergenzsatz von
Lebesgue folgt somit die Aussage. O

Fiir die Kombination der Lemmata [9.3 und kombinieren zu konnen,
notieren wir noch folgende Taylorentwicklung.

Lemma 9.5 Sei f € C*(R). Dann gilt
ft+z)=ft)+xf'(t)+ %Qf”(t) + %27“(95,15) (9.15)

mait dem Restglied
r(a,t)=f"(t+ - x), 0<0, <l
Ferner gilt die Abschdtzung

sup |r(z,t)| < oo, sup|r(z,t)| — 0 mit x — 0.
t

x,t

Beweis Der Entwicklungssatz von Taylor liefert die erste Identitdt. Die
Abschitzung gilt, weil f” gleichméfBige stetig und beschrankt ist. O

Damit kommen wir endgiiltig zum Beweis des zentralen Grenzwertsatzes.

Beweis von Satz Da die Zufallsvariablen &; identisch verteilt sind,
sind auch die standardisierten Zufallsvariablen (&, — 9)/o identisch verteilt;
nennen wir ihre Verteilung . Nach Satz gibt es Zufallsvariable ¢ und
Nn, n > 1, die unabhéngig sind, und wobei die £ nach ¢ und die 7, geméaf
N(0,1) verteilt sind. Das heifit also:

n

1 & —a - f:;
;ﬁ o N;\/ﬁwga
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wobei ~ fiir ‘verteilt wie’ steht. Die Zufallsvariablen
= Vn

sind geméfB N (0, 1) mit Dichte g verteilt. Thr Grenzverhalten ist genau, was
wir wollen, wie in Lemma [9.3| notiert wurde. Da wir zeigen wollen, daf3

betrachten wir die Differenz

(S 0) (S )  ow

1=

und hoffen, dafl diese mit n — oo gegen 0 konvergiert. Zum Vergleich der
Terme entwickeln wir 9,, in die Teleskopsumme

- & &, Mk n
=) B(f(==++-=2+ ++—=)
eV Vi /i)

5* 52—1 Mk Tin
\/%4_...4_%4_%4_...4_%))

—: ZE(f(bn)) - E(f(an))

k=1

- E(/(

Alle Zwischenterme heben sich weg, wobei im Term fiir £ = 1 die zweite und
im Term fiir £ = n die erste Summe in ((9.16) {ibrig bleibt.

Um Lemma [9.4] benutzen zu kénnen, setzen wir

LT I3
N vn'

§

so daf
ar=&+C, br=n+C

Wir setzen diese Grofen in Lemma [9.4] und lesen ab:

s g S[E( (S +1) 202 )
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Da alle & und nj, verteilt sind wie £ = € bzw. 1y = 7 kénnen wir fortfahren
mit

pl < nspE( (&) -B(r(Z 4 )| o

Auf die Integranden wenden wir nun die Taylorformel (9.15) an. Fiir den
vorderen Integranden ergibt sich

E(f(% +1)) =E(f(t) + %f’(t) + %mi?t))

und analog fiir den hinteren Integranden

~2

E(f(% +1)) =E(f() + %f’(t) + gf”(t) + g—nr(%,t))

Da Erwartungswert und Varianz von £ und 7 iibereinstimmen, stimmen die

beiden ersten Momente iiberein. Deshalb gilt
(15 +0) ~=((% +0)
= =(3(5) () =GR T (R0)
Damit wird zu
ol < mwla(3(7) r(J70) - =G () (R0l

Wegen der Stetigkeit von r ist sup,cg ... durch sup,cq ... ersetzbar und es
gilt

Lz § . 1
On| < —(E(ﬁisup r<—,t)‘> —E( 2 sup r(—,t)‘).
9] 2 teq | NV 7 teq | \/n
Die z-Terme & /n'/? und 7j/n'/? in den Restgliedern konvergieren mit n —

oo gegen 0, also nach Lemma (9.5 auch die Suprema. Nach dem Satz von
Lebesgue gilt also 9,, — 0. Dies war zu zeigen. O






Kapitel 10

Vorbemerkungen zur Statistik

Wir haben uns bis jetzt mit Wahrscheinlichkeitsrechnung beschéftigt, d.h.
Aussagen iiber Zufallsvariablen bewiesen und diskutiert. Im folgenden deu-
ten wir die Beziehung zu erhobenen Daten an und versuchen eine Idee von
Statistik zu vermitteln. Schwerpunkt ist der Teil der Statistik, der nahe an
der Mathematik liegt, also die mathematische Statistik.

Die Statistik, mit der wir im Alltag konfrontiert sind, ist allerdings durch-
aus unmathematisch. Die regelméfiige Bekanntgabe der Arbeitslosenstatistik
zum Beispiel ist im wesentlichen eine Sammlung gewisser Prozentzahlen. So
ist es auch bei Wirtschafts- und Finanzdaten. In der Tat ist der Ursprung
der Statistik in buchhalterischer Erfassung von Groflen zu suchen, wie sie
bei Volkszdhlungen, oder der Registrierung von Ernten oder Kriegsbeuten
anfallen.

Eine néchste Stufe ist die vereinfachte Darstellung, Zusammenfassung
oder Interpretation durch Kenngréfen wie Range, Mittelwert, Median, Vari-
anz etc. oder die Veranschaulichung von Zusammenhéngen iiber Regressions-
geraden oder polynomiale Fits, also die beschreibende Statistik. Die deskripti-
ve Statistik dient der Repréasentation und sinnvollen Zusammenfassung empi-
risch gewonnener Daten und soll eine verldlliche numerische Basis fiir deren
(naive, unmittelbare) Interpretation, sowie - weitergehend - fiir die schlie-
Bende Statistik (gefolgt von Entscheidungsprozessen) zur Verfiigung stellen.
Insbesondere dient sie der Reduktion von Daten auf wenige charakteristische
GrofBen.

Die schlieffende Statistik endlich befa3t sich mit dem Féllen von Entschei-
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dungen aufgrund von Beobachtungen oder Daten. Die zunéchst wichtigen
Bereiche sind Parameterschétzung und das Testen von Hypothesen.

10.1 Merkmale und Skalen, Beschreibungen

Die Statistik pflegt, wie viele wissenschaftlichen Fachgebiete ihren eigenen
Dialekt. Wir geben zunéchst eine Einfithrung der elementaren Sprechweisen,
wie sie in Biometrievorlesungen gelehrt werden. Dies ist wie der Sprachteil
in Reisefiihrern zu verstehen.

Man will zunéchst Aussagen iiber (wohldefinierte) Merkmale oder Varia-
blen & machen; deren Werte oder Ausprdigungen x konnen von Objekt zu
Objekt variieren.

Bemerkung 10.1 (a) ‘Wohldefiniert’ meint, daf die Vorschrift, wie der Wert
x des Merkmals £ gewonnen wird, genau angegeben wird. Z.B. ist nicht klar,
ob die Frage an den Patienten ‘Wie geht es IThnen heute’ beim Chefarzt genau
so beantwortet wird wie bei der Schwesternhelferin.

(b) Die Begriffe ‘Merkmal’ und ‘Auspriagung’ stehen in derselben Beziehung
wie die Begriffe ‘Titel eines Buches’ und ‘Biostatistik fiir Mediziner’.

Merkmale werden an Merkmalstriagern oder Beobachtungs-, Untersuchungs-
einheiten w € € beobachtet. Gegenstand der Untersuchung ist eine (wohlde-
finierte) Grundgesamtheit Q2 von Merkmalstragern.

Die Grundgesamtheit mufl eventuell nach Voruntersuchungen neu definiert
werden. Etwa muf ‘Liegedauern von Frauen nach Kaiserschnitt’ zu ‘Liege-
dauern von Frauen nach Kaiserschnitt, die nicht wahrend des Krankenhaus-
aufenthaltes erkrankt sind’ préazisiert werden.

Beispiel 10.1 Es interessiere das Merkmal £ Kérpergewicht fiir die Grund-
gesamtheit € aller Mé&nner in Deutschland. H. Schmid aus Liibeck ist z.B.
ein Merkmalstrager @ mit der Ausprigung x = 83, 7kg.

Merkmale oder Variablen kénnen in verschiedener Bedeutung auftreten, etwa
als Ziel-, Einfluf- oder Begleitvariablen.
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Beispiel 10.2 Es soll die Zielvariable ‘systolischer Blutdruck’ in Abhéngig-
keit von der Einfluvariablen ‘Ubergewicht’ untersucht werden. Mégliche Be-
gleitvariablen sind Groflen wie Alter, Geschlecht oder Sportlichkeit. In einer
anderen Untersuchung kann etwa das Alter die Einfluvariable sein; Uberge-
wicht wird dann zur Begleitvariablen. Deshalb sind Kollektive anzustreben,
die moglichst homogen sind und somit wenige Einfluivariablen erfordern.

Quantitative Merkmale sind durch Zahlen sinnvoll erfalbar, qualitative Merk-
male nicht.

Beispiel 10.3 (a) Das Gewicht in Gramm ist z.B. quantitativ, die Blutgrup-
pe qualitativ (auch wenn durch Zahlen verschliisselt werden sollte).

(b) Die Spektralfarbe in Wellenlénge ist quantitativ, als ‘rot, blau, ...” qua-
litativ; die TumorgréBe in mm? ist quantitativ, ‘erbsengroff’, ..., ‘faustgroff’
ist qualitativ.

(¢) Beim Miinzwurf sind ‘Kopf’ und ‘Zahl’ zunéchst nominal. Erst wenn
‘Kopf’ als Zahl der Erfolge (bei einem Wurf also also 1) interpretiert wird,
entsteht daraus eine sinnvolle numerische Grofie.

Bei quantitativen Grofien unterscheidet man

- diskrete: es gibt nur endlich oder abzéhlbar unendlich viele Auspragun-
gen, wie zum Beispiel die Leucozytenzahl in einer Zahlkammer. Zahl-
vorgénge fiithren stets zu diskreten Merkmalen.

- stetige: sie konnen im Prinzip beliebige reelle Werte - eventuell auf ein
Intervall beschrankt — annehmen. Meflergebnisse zum Beispiel werden
meist als stetige Groflen eingestuft (obwohl die Mefgenauigkeit von
Geréten beschrénkt ist).

Ausprigungen haben Werte auf Skalen. Werte auf Nominalskalen erlauben
keine sinnvolle numerische Interpretation. Auch wenn sie durch Zahlen ‘ver-
schliisselt’ sind, haben diese keine numerische Bedeutung. Wir geben ein
erstes Beispiel:

Beispiel 10.4 (Nominalskala) Die Tabelle illustriert verschiedene
Verschliisselungen von Blutgruppen, also von Gréflen auf einer Nominalskala.
Obwohl die Blutgruppen durch Zahlen représentiert werden, sind und bleiben
sie nominal.
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’ Blutgruppe H Schliissel 1 \ Schliissel 2 ‘

A 1 01
B 2 10
AB 3 11
O 4 00
Nominalskalen

Tabelle 10.1: Die vier Blutgruppen in verschiedenen Verschliisselungen

ja 1
Symptom
nein 0
’ H Nominalskalen ‘

Tabelle 10.2: Das bindre Merkmal ‘Symptom’.

Wichtig ist nur eine eineindeutige Zuordnung von Auspridgungen und Sym-
bolen.

Beispiel 10.5 (Binire, alternative Merkmale) Diese haben nur zwei Aus-
pragungen, z.B. ‘ja’ oder ‘nein’, wie in Tabelle beispielhaft dargestellt.

An dieser Stelle ist es angebracht, einige Redeweisen zu erlautern. Eine Stich-
probe vom Umfang n ist eine Folge zi, ...z, von beobachteten Werten
oder Merkmalen. In unserer Interpretation stehen dahinter ein Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F,P) und eine Folge &, ... ,&, von (eventuell mehrdi-
mensionalen) Zufallsvariablen darauf. Die Beobachtungen interpretieren wir
als Folge 1 = & (), ... ,x, = & (@) fiir ein realisiertes @ € . Paari-
ge Stichproben sind Folgen (z1,v1), ..., (Zn,yn). Man fait sie als Reali-
sierungen (& (@), m(@)), ..., (&u(®),n,(©)) von Zufallsvariablen &, ... &,
und 7, ... ,n, mit @ € Q auf. Unverbundene Stichproben z, ... ,x, und
Y1, ... ,yn dagegen sind Realisierungen & (@), ... , & (@) und 9y (@), ... ,17,(@)
von Zufallsvariablen & und 7;. Meist steckt eine Unabhéngigkeitsannahme
dahinter, die aber oft nicht erwihnt wird.

Univariate nominale Stichproben kann man eigentlich nur durch Histo-
gramme oder Tabellen darstellen. Bei paarigen nominalen Stichproben bieten
sich Kontingenztafeln an; sie geben schon rein visuell Hinweise auf etwaige
Zusammenhénge.
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Beispiel 10.6 (Kontingenztafeln) Betrachten wir die Merkmale ‘Haar-
farbe’ versus ‘Augenfarbe’. Nehmen wir die Auspragungen ‘blond’” und ‘dun-
kel’, sowie ‘blau’ und ‘braun’ an, so enden wir bei einer Vierfeldertafel. Man
kann absolute Zahlen oder relative Haufigkeiten eintragen. Ein Beispiel ist in
den Tabellen[10.3|und [10.4] dargestellt. Die absoluten Zahlen sind in Abb.
dargestellt, die relativen Héufigkeiten in Abb. [10.4] Offensichlich kommt die

Auge | blau braun || Summe Auge || blau braun || Summe

Haar Haar

blond 12 4 16 blond 0,28 0,10 0,38

dunkel 7 19 26 dunkel || 0,17 0,45 0,62

Summe || 19 23 42 Summe || 0,45 0,55 1,00
Tabelle 10.3:  Alternatives Tabelle  10.4:  Alternatives
Merkmal: Vierfeldertafel, Merkmal: Vierfeldertafel,
absolute Zahlen relative Hdaufigkeiten

Kombination ‘dunkel-braun’ recht héufig vor. Danach kommt ‘blond-braun’.
Liegt das daran, dafl wir viele asiatische Studenten haben? Oder auch, daf3
weniger Norddeutsche in Miinchen studieren? Im Sinne solcher detektivischer
Uberlegungen geht man an Statistik heran.

Ist die Rangfolge der Ausprigungen definiert, so liegt eine Ordinalskala vor.
Wir schreiben z < y fiir ‘x kommt vor y’ (oder z = y).

Beispiel 10.7 Eine Klinik erfafit die Merkmale, ob eine Krankheit leicht,
mittel oder schwer ist. Dann kann man anordnen:

schwer < mittel < leicht.

Ublich in der klinischen Praxis ist z.B. die Charakterisierung des Gesund-
heitszustandes iiber den Karnofsky-Index: er bewertet die Zustidnde wie in
Tabelle [10.5] Die Gefahr liegt in der Versuchung, die ordinalen Werte als
numerische zu benutzen. Die Differenz zwischen 0% und 50% bzw. 50% und
100% ist numerisch gleich, praktisch ist der Unterschied zwischen ‘beschwer-
defrei’ und ‘halber Tag bettlédgrig’, und zwischen ‘halber Tag bettlagrig’ und
‘tot” gravierend.
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Befund Karnofsky-Index
‘beschwerdefrei’ 100%
‘halber Tag bettligrig’ 50%
Tod 0%

Tabelle 10.5: Tabelle zum Karnovsky Index

Bei ordinalen Merkmalen kann man nur mit Rangstatistiken arbeiten, die auf
einer aufsteigenden Anordnung x(;y < --- =X w(y) der Stichprobenelemente
1, ..., T, beruhen.

Der wichtigste Lageparameter ist der empirische Median. Ein ordinales
Merkmal p heifit Median, wenn z; > p und z; < p fiir jeweils mindestens die
Halfte der Stichprobe; der Median ist das 0,5%-Quantil der Stichprobe. .

Beispiel 10.8 Bei ungeradem n ist der Median das mittlere Element der
geordneten Stichprobe. Bei geradem n wird der Median mengenwertig. Sei
z.B. die Stichprobe 1,10, 5,7, 3,20 gegeben. Sie besteht aus sechs verschiede-
nen Werten. Die geordnete Stichprobe ist gleich 1,3,5,7,10,20. Sowohl fiir
den Wert 5 also fiir 7 sind drei oder vier Werte darunter bzw. dariiber oder
gleich. Somit sind alle zugelassenen ordinalen Werte zwischen und einschlief3-
lich 5 und 7 Mediane. Haben wir z.B. als Merkmalsraum die Menge R, so
ist die Menge der Mediane das Intervall [5,7]. Es besteht die Unsitte, bei
reellwertigen Merkmalen das arithmetische Mittel der mittleren Werte, hier
also (5 + 7)/2 = 6 als Median zu nehmen. Dies ist schlichtweg Unfug.

Fiir ordinale Merkmale konnen auffer dem Median auch weitere Quantile
bestimmt werden.

Bei Intervallskalen sind Differenzen sinnvoll, aber keine Verhéltnisse; in
der tat liegt kein absoluter Nullpunkt vor.

Beispiel 10.9 20 Grad C sind nicht doppelt so warm wie 10 Grad C.

Bei Rational- oder Verhdltnisskalen kénnen Verhéltnisse gebildet werden; es
liegt ein absoluter Nullpunkt vor.
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Za) Lo,25 Median Lo.75 T (n)

Abbildung 10.1: Schematische Darstellung eines Boxplots mit den 0,25- und
0,75-Quantilen zg25 und z 75, dem Maximum z(,) und dem Minimum z,)
der Daten und dem Median.

Beispiel 10.10 100m sind doppelt so weit wie 50m.

Stetige Merkmale nehmen Werte auf R (oder RY) an. Dies hat nichts mit
der Stetigkeit irgendeiner Variablen zu tun, sondern nur mit der Struktur
des Merkmalsraumes. Zunéchst macht die deskriptive Statistik keine Vertei-
lungsannahme. Sie versucht, durch geeignete charakteristische Kenngrofien
die Daten {iibersichtlich zu charakterisieren. Dazu dienen Lageparameter wie
das empirische Mittel oder der Median. Oft werden diese Groflen als ‘mitt-
lerer Wert’ bezeichnet, obwohl sie erheblich voneinander abweichen kénnen.
Dazu tritt noch das geometrische Mittel (xy - --- - 2,)"/"

Beispiel 10.11 Fiir die Prozentzahlen 50 und 200 ist das empirische Mittel
gleich 125, Mediane sind alle Zahlen zwischen 50 und 200, und das geome-
trische Mitttel ist gleich (50 - 200)'/2 = 100.

Um Streuungen zu charakterisieren benutzt man Skalenparameter wie die
empirische Varianz oder davon abgeleitete Streuparameter, sowie empirische
Quantile.

Wichtig sind auch graphische Hilfsmittel.

Beispiel 10.12 Boz- Whiskers-Diagramme, auch Box-Plots genannt, sind in
den Abbildungen und dargestellt. Sie beinhalten meist den Median,
die 25% und 75% Quantile x5 und xg 75, sowie den Range maxi<i<, T; —
minj <;<, ;. Dies ist in Abb. dargestellt. Je nach Programm und Para-
metereinstellung konnen weitere Charakteristika hinzukommen, wie z.B. in
Abb. beispielhaft dargestellt. Im Anhang findet man Beispiele von
Boxplots aus einer HIV-Studie.

Ein weiteres populdres Beispiel ist die Regression. Wir beschrinken uns
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Box Car Shaped Signal
vaTiamee (.5

G0

40

Abbildung 10.2: Box-Plots fiir verschiedene Auswertungsverfahren. Box: Be-
reich in dem die mittleren 50% der x; liegen; Balken in der Box: empirischer
Median; Whiskers: Bereich, in dem die mittleren 98% der Daten liegen; davon
24% oben und 24 % unten; Strich auflen: ‘Ausreiffer’, d.h. das untere bzw.
obere Prozent der Daten.

zunachst auf ihre Rolle in der beschreibenden Statistik.
Beispiel 10.13 (lineare Regression)

Regressionsgeraden spielen eine wichtige Rolle bei der Darstellung bivariater
stetiger Groflen. Man erhebt dabei Werte von FinflufS- und Zielgrifien, wie
Schuhgréofe  und Einkommen y oder Storchbestand z und Geburtenrate
y mehrfach, und plottet die Paare (x;,y;), siche Abb. und Abb. .
Dadurch entsteht zunéchst ein Scatterplot, d.h. eine Punktwolke. Die Idee
ist zunéchst, durch die Datenpunkte (x;,y;) eine Gerade g,,(z) = bx + a zu
ziehen, so dafl die Summe der Quadrate der Abstéinde der y; zur Geraden
minimal wird, d.h.

man minimiere in @ und b den Abstand : ||y, gus(2) |5 = Z(yi—(bxi—l—a))Q.

i=1

Dies ist die Regression von y auf z; Regression von x auf y geht analog.

Bemerkung 10.2 Von grofiter offentlicher Bedeutung ist die Darstellung
von Daten, z.B. in Graphiken oder durch Symbole. Dadurch, und auch durch



10.1. Merkmale und Skalen, Beschreibungen 219

>
>

Yi ° °
Gap(T:)

Abbildung 10.3: Regression von y Abbildung 10.4: x Einflu3-, y Ziel-
auf z grofe

die Wahl von Kenngréflen, kann der subjektive Eindruck gesteuert werden,
bis hin zur bewufiten Verfidlschung und Manipulation. Eine Fiille von Bei-
spielen und kritischen Diskussionen sind im Klassiker und Bestseller ? zu
finden. Das Buch ist zwar vollig veraltet (zum Beispiel was Wahlprognosen
betrifft), aber dennoch amiisant zu lesen.

Wir zitieren folgendes Beispiel: Die Frage, ob die Lebenshaltungskosten
gestiegen sind, soll mit Hilfe eines Warenkorbes untersucht werden. Zur Ver-
anschaulichung betrachten wir einen Warenkorb, der nur aus Milch und Brot
besteht. Nehmen wir an, dafl eine gewisse Menge Milch letztes Jahr 2 Euro
und eine gewisse Menge Brot 1 Euro gekostet haben. Nehmen wir ferner an,
daBl Milch dieses Jahr nur noch einen Euro kostet, wéhren sich das Brot auf
zwei Euro verteuert hat. Wir versuchen nun jeweils folgende drei Aussagen
zu belegen:

(1) Die Kosten sind gestiegen,
(2) die Kosten sind gefallen,

(3) die Kosten sind gleich geblieben.

Um steigende Kosten zu suggerieren wéihlen wir das alte Jahr als Basis 100%.
Dann ist Brot auf 200% gestiegen, wihrend Milch auf 50% verbilligt wur-
de. Die Lebenshaltungskosten sind also auf 125% gestiegen. Wihlen wir das
aktuelle Jahr als Basis, so war Milch doppelt so teuer und Brot kostete die
Halfte. Also sind die Kosten von 125% auf 100% gesunken. Um zu zeigen,dafl
die Kosten gleich geblieben sind, ersetzen wir das arithmetische Mittel durch
das geometrische und nehmen als Basis das alte Jahr. Dafiir erhalten wir
(100 - 100)*/2 = 100. Fiir das jetzige Jahr errechnen wir (200 - 50)'/2 = 100,
also dasselbe. Dies ist graphisch in Abb. angedeutet.
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200% 200%
100% EEF 100% EEEE==S
50% = 50% =T T

Abbildung 10.5: Verschiedene Darstellungen derselben Lebenshaltungsko-
sten. Die mittleren Geraden entsprechen dem Warenkorb.

10.2 Schlielende Statistik

Die schlieende Statistik geht iiber das Sammeln, Darstellen und Charakte-
risieren von Daten hinaus. Es werden nun Schliisse aus den Daten gezogen
und Entscheidungen aufgrund der Daten geféllt. Die Methoden beruhen auf
probabilistischen Modellen. Wir werden uns auf zwei typische Gebiete be-
schranken, ndmlich auf

- Schétztheorie, insbesondere die Angabe von Konfidenzbereichen,

- Testtheorie, insbesondere die Angabe von Verwerfungsbereichen.

Auch hier werden wir nur ausgewéhlte einfache Beispiele vorstellen.

Konfidenzbereiche zufillige Bereiche im Raum der Parameter, die unter der
angenommenen Verteilung sehr wahrscheinlich sind. Damit kann man die
Wahrscheinlichkeit eines vorgegebenen Fehlers abschétzen, bzw. eine vor-
gegebene Prézision mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit einhalten. Dieses
Problem haben wir im Rahmen der Diskussion des schwachen Gesetzes der
groflen Zahlen und des Zentralen Grenzwertsatzes bereits recht ausfiihrlich
besprochen.besondere die Diskussion in Beispiel [9.2]

Wir fanden z.B., dafl
7
NLD

Weil wir &, als Schétzung fiir ¢ verwenden, heifit &, in diesem Zusammenhang
Schdatzer fir den Wert 9. Wir sind mit 95% Wahrscheinlichkeit sicher, daff wir

_ o _
P(n—1,96—<19< L +1,96 )%0,95. 10.1
3 N <&+ (10.1)
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das richtige 9 in dem zufélligen Intervall in einfangen. Deshalb nennt
man es Vertrauens- oder Konfidenzintervall zum Niveau o = 0,05. Haben
wir konkrete Daten x1, ... ,x, in R - also Realisierungen der Zufallsvariablen
&1, ..., &, - gemessen, so entscheiden wir uns fiir das Konfidenzintervall

]

g

Cla) =7 — 1,967 + 1,96

NG

als Konfidenzintervall zum Niveau 0,05.

4 l/ i

1. Bild: Sir Ronald Aylmer Fisher, %17, Februar 1890 in London, England,
T 29. Juli 1962 in Adelaide, Australien; 2. Bild: Jerzy Neyman, * 16. April
1894 in Bendery, Moldavien, 5. August 1981 in Oakland, Kalifornien,
USA; 3.Bild: Egon Sharpe Pearson % 11. August 1895 in Hampstead (bei
London), England, 1 12. Juni 1980 in Midhurst, Sussex, England

In der Testtheorie wird diese Argumentation umgedreht. Wir bleiben im
Beispiel. Sei (Py)yce eine parametrisierte Familie von Verteilungen; als Bei-
spiel nehmen wir Py = N (9, 0?%), wobei o2 fest sei und als bekannt aufgefafit
wird. Also ist hier ©® = R. Wir stellen nun eine Hypothese iiber den wahren
Wert 1y des Parameters auf. Dies entspricht der Festlegung einer Teilmenge
Oy von O. Als Beispiel wihlen wir einfach ein ¥y aus und setzen Oy = {¥y}.
Als zweites formuliert man eine Alternative oder Gegenhypothese, also eine
zu 6 disjunkte Teilmenge ©; von ©. Im Beispiel wéhlen wir ©; = R\{d,}.
Ublicherweise schreibt man das in der Form:

Ho : ¥ =199 Nullhypothese, Hy 9 # 19y Gegenhypothese, Alternative

Man kann die Hypothese verwerfen oder nicht verwerfen. Man beachte hier-
bei, dafl ‘nicht verwerfen’ etwas anderes bedeutet als ‘Annehmen’. Es gibt

logisch 4 Moglichkeiten, die in Tabelle dargestellt sind. Man bendtigt
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Wirklichkeit
Entscheidung Ho wahr Ho falsch
Ho nicht verwerfen richtig Fehler 2. Art
Ho verwerfen Fehler 1. Art richtig

Tabelle 10.6: Die 4 Moglichkeiten bei Signifikanztests.

nun eine Entscheidungsregel, welche jeder Stichprobe x4, ..., z, die Empfeh-
lung Hy verwerfen oder Hy nicht verwerfen zuordnet. Wir nehmen an, dafl
ein Fehler 1. Art schlimmere Auswirkungen hat als ein Fehler 2. Art. Dann
darf der Fehler 1. Art nur mit einer geringen und kontrollierten Wahrschein-
lichkeit auftreten. Deshalb geht man so vor:

- Wihle ein Signifikanzniveau 0 < v < 1.

- Waéhle eine Entscheidungsregel mit

Wahrscheinlichkeitkeit fiir Fehler 1. Art < «

- Wird H, aufgrund der Regel verworfen, so sprich aus:

‘H, ist signifikant zum Niveau a.

Typisch sind o = 5% oder 1%; das nennt man signifikant; oder sogar o =
0,1%, das nennt man hoch signifikant.

Bemerkung 10.3 (a) Gegeben die Stichprobe xy, ..., z,, ist H, richtig oder
falsch. Verwerfen von Hy bedeutet: die Stichprobe scheint mit H, im Wider-
spruch zu stehen. Dies betrachten wir als um so sicherer, je kleiner « ist.

(b) Wir sprechen nicht von einer Annahme von H,, weil wir den Fehler 2. Art
bisher nicht kontrollieren. Dies ist ein wichtiger Aspekt, auf den wir spéter
zuriickkommen.
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o/2 o2 o

Abbildung 10.6: Standardnormalverteilung mit zwei- und einseitigen Ver-
werfungsbereichen zum Signifikanzniveau o

Es besteht eine fundamentale Asymmetrie Nullhypothese und Alternative.

Unsere Voriiberlegungen liefern uns eine auf den ersten Blick verniinftige
Entscheidungsregel: Nach ((10.1]) ist unter der Nullhypothese O = {¥}

o = o
e >0+ 1,96—=Y = Py (V,) = 0,05. (10.2
T 6z 1,96 = By (V) (10.2)
Also verwerfen wir Ho zum Signifikanzniveau 0,05, wenn obiges V,, eintritt.
In diesem Zusammenhang heifit &, Statistik oder Testgrdofie. Wir konnen auch
andere Alternativen betrachten, z.B. bei einseitigen Tests der Form

Pﬂo{gn S 190 - 1796

Ho: v =199 Nullhypothese

Hy: ¥ >y Gegenhypothese, Alternative

Dalfiir wére ein geeigneter Verwerfungsbereich zum Niveau o = 0, 05 gegeben
durch

g —
— <

Tr &b
denn 1, 65 ist das 0,95 Quantil der Standardnormalverteilung. Man vergleiche
dazu Abb. 10.6l

{9+ 1,65

Wir konnten unter obigen Forderungen natiirlich auch andere Verwer-
fungsbereiche wihlen; z.B. einen schmalen Streifen um 9, wie in Abb.
rechts. Obwohl das intuitiv nicht sinnvoll erscheint, verletzt es doch keines
der bisherigen Kriterien. Wir brauchen also weitere Qualitédtskriterien, um
Verwerfungsbereiche festzulegen. Ein solches wird uns als Powerfunktion be-
gegnen.

Wir fassen zusammen und verallgemeinern. Es liegen in beiden Féllen
folgende Objekte vor:

(1) Die Daten Man geht stets von Daten aus, iiber die gewisse Fragen be-
antworten sollen. Seien diese Daten mit x4, ..., x, bezeichnet. Wir fassen die
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a/2 o2

Abbildung 10.7: Standardnormalverteilung mit iiblichen und uniiblichen
zweiseitigen Verwerfungsbereichen zum Signifikanzniveau o

Daten als Element x = (z1,...,x,) aus einem Stichprobenraum (X,.A) auf
und nehmen an, daf} sie Ausprégungen einer Zufallsvariablen & = (&1, ...,&,)
sind, d.h. gewisse z = (@) = (£ (@), ..., & (@)) fir ein © aus der Grundge-
samtheit 2.

(2) Die Verteilungen Wir unterstellen, daf§ die Verteilung der zufilligen
Stichprobe ¢ Element einer Familie {Py : 9 € @} von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen auf (X,.A) ist. Die Wahl der Familie {Py : J € O} stellt die
statistische Modellbildung dar.

Beispiel 10.14 In den obigen Beispielen waren &;(w) € R, 1 < i < n, fiir alle
w € Q. Also sind X = R" und A = B(R"). Die moglichen Verteilungen der &;
waren gaufisch mit bekannter Varianz o2 und unbekanntem Erwartungswert
¥, also von der Form N (9, 0?) mit ¢ € R. Da wir unabhiingige Variablen &;
annahmen, ist £ verteilt mit Dichte

(s — 0)?
fo : R" — R, xr—>(202)_”/Zexp(—z:1 ), ¥ e R.

202

Wir fassen zusammen.

Definition 10.1 Seien (X, A) ein mefbarer Raum und {Py : ¥ € O} ei-
ne Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (X, A). Dann heif§t das
Tripel

(X, APy :0€0), O CR"

parametrisches statistisches Modell.

Meist begibt man sich nicht in diese Stufe der Allgemeinheit.

Beispiel 10.15 Die wichtigsten Beispiele sind:
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(a) Ist X diskret und A = P(X) so liegt ein diskretes parametrisches
statistisches Modell vor.

(b) Ist X eine Borelsche Teilmenge des R", versehen mit der Borel-o-Algebra
A = B(X), so liegt ein stetiges parametrisches statistisches Modell
VOr.

Wir werden in bélde Beispiele diskutieren.

Bemerkung 10.4 Die Viter der klassischen schlieBenden Statistik, wie sie
hier dargestellt ist, kommen aus England (vgl. Abbildungen auf Seite [221]
Heutzutage ist die Statistik einem Umbruch ausgesetzt; z.B. gewinnen baye-
sianischen Verfahren, Markov Chain Monte Carlo Methoden und neue Model-
lierungsansétze, wie nichtparametrische Modelle, an Bedeutung. Vieles geht
hand in hand mit der Entwicklung von Software.






Kapitel 11

Testen von Hypothesen

In diesem Abschnitt werden statistische Tests eingefiihrt und einige Beispiele
gegeben. Der Schwerpunkt liegt auf Tests, die auf die Gaufiverteilung auf-
bauen. Wir schlieen an die Motivation und die Definitionen von Abschnitt
an.

11.1 Signifikanztests

Ein Test gliedert sich im wesentlichen in die folgenden Schritte:

1. Schritt: Formulierung des statistischen Modelles Zugrunde liegt
ein statistisches Modell gemdfi Definition [I0.1} es mag kontinuierlich oder
diskret sein, wie in Beispiel aufgefiithrt. Die allgemeine Form ist jeden-
falls:

(X, A Py:9€0), 6CR"

Der Stichprobenraum X (versehen mit einer o-Algebra A) ist der Raum,
aus dem die Daten sind. © ist eine Menge (versehen mit einer geeigneten
o-Algebra) von Parametern ¢J. SchlieBlich legt man noch die Familie von
Wahrscheinlichkeitsmafien Py, ¢ € O, auf (X, .A) fest, die untersucht werden
soll.

2. Schritt: Nullhypothese und Alternative Die Situation ist in etwa
die eines klassischen Diskurses. Person 0 und Person 1 stellen Behauptungen

227
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iiber den unbekannten Parameter 1) € @ auf. Formalisert bedeutet das die
Festlegung von Teilmengen ©y C © und ©; C ©. Wir nehmen an, daf sich
die Parteien widersprechen; dann ist ©p N ©; = (). Damit haben wir

O C O : Nullhypothese, ©1 C © : Hypothese oder Alternative

Eigentlich mochte man klar entscheiden, welche These stimmt, d.h. ob
das wirkliche ¥ in ©y oder in ©; liegt. Aus der Diskussion um das schwache
Gesetz der groflen Zahlen ist uns klar, dal dies nicht mdoglich ist, wenn die
der Entscheidung zugrundeliegenden Beobachtungen zufilliger Natur sind.

3. Schritt: Wahl eines Irrtumsniveaus Wir erinnern uns an die vier
verschiedenen Kombinationen von Wirklichkeit und Behauptung aus Tabel-
le Unsere Sympathie gilt nun Person 1, die mit einer abgesicherten
Wahrscheinlichkeit zeigen soll, dafl Person 0 unrecht hat. Also wollen wir
den Fehler 1. Art klein halten. Wir wéhlen also 0 < o < 1 und fordern an
das Testverfahren

sup Py (Nullhypothese wird verworfen) = sup Py (Fehler 1. Art) < a.
[ISISN) ISION

4. Schritt: Wahl einer Entscheidungsregel oder eines Testes FEine
Entscheidungsregel ist in unserer Situation eine Funktion ¢ : X — [0, 1]
mit folgender Interpretation: Wird x € X beobachtet, so hat das folgende
Konsequenzen:

(a) p(x)=1 verwirf die Nullhypothese
(b) e(x) =0  : verwirf die Nullhypothese nicht
(¢) 0<ep(x)<1l : bin mir nicht klar.

Der Punkt (c) bedarf der Prézisierung:
(¢’) Fiihre ein bindres Zufallsexperiment durch mit P(Verwerfen) = ¢(z).

Dies fiihrt zu folgender Definition.

Definition 11.1 FEine Entscheidungsregel
w: X —[0,1]

heifit randomisierte Entscheidungsregel. Falls p[X]| C {0,1}, so heifit
die Entscheidungsregel nichtrandomisiert.
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Randomisierte Tests sind fiir die Theorie nétig. In der Praxis verwendet man
meist nichtrandomisierte Tests.

Beispiel 11.1 Sei Hy = {0y} eine einpunktige Nullhypothese und sei das
Signifikanzniveau « festgelegt. Sei ferner ¢t : X — R eine meBbare Funktion,
d.h. eine Testgrofie oder Statistik. Sei ferner die Verteilung £y von t unter
der Hypothese Py, bekannt. Ist dann W, C R eine Menge mit Lo(Wp) < a,
so hat V, = t~1(WW,) die Wahrscheinlichkeit

]P)ﬁo (Va) S .

Mit der Funktion ¢ = 1 auf V,, und 0 sonst erhilt man also einen nichtran-
domisierten Test mit Niveau a im Sinne der allgemeinen Definition.

Nichtrandomisierte Entscheidungsregeln korrespondieren also ein zu eins mit
den Verwerfungsbereichen V,, = ¢~ ({1}).

5. Schritt: Durchfiihrung des Experimentes Nach der der vorgebli-

chen Ethik der Statistik miissen die Schritte 1-4 vor dem Experiment erfol-

gen, um eine Manipulation aufgrund der nachtriaglichen Kenntnis der tatséchli-
chen Messungen zu unterbinden. Jedenfalls wird das Experiment durchgefiihrt
und ein Ergebnis x € X festgehalten.

Zusammenfassung Wir fassen nun alles zusammen und formulieren:

Definition 11.2 Sei (X, A, Py : 9 € O) ein statistisches Modell. Seien fer-
ner ©1 € © und Oy € O, O, N Oy = . Fine mefbare Funktion ¢ : (X, A) —
([0,1], B([0,1]) heifst Test. Falls

sup Ey(¢) <o, 0<a<l,
YE€O

so heifit ¢ Test zum Niveau o der Nullhypothese O, gegen die Al-

ternative 0,

Falls p(X) € {0,1}, heifit ¢ nichtrandomisierter Test; in diesem Fall
ist {x € X : p(x) = 1} der Verwerfungsbereich. Sonst heifit der Test ¢
randomaisiert.

Die Funktion
ﬁgo 10 — [07 1]7 679(90) — Eg(@)

heifst Gitefunktion oder Powerfunktion von ¢.
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Bemerkung 11.1 Bei nichtrandomisierten Tests ist §(¢) gleich Py(V') mit
dem Verwerfungsbereich V.

Die Power ist anschaulich in Abbildung dargestellt.

Bo()
R TN WV &

1 |
J 4

6, 0

1

o

Abbildung 11.1: Symbolische Darstellung der Power eines Tests.

Bo(p) = Ey(p) ist die Wahrscheinlichkeit, da man die Nullhypothese O,
verwirft, wenn ¢ vorliegt. Hat ¢ das Niveau «, so ist definitionsgemaf

sup f,(V) < a. (11.1)
YEBO

Drehen wir die Argumentation einfach um. Die Wahrscheinlichkeit, die Null-
hypothese nicht zu verwerfen ist natiirlich gleich 1 — Sy(¢) = 1 — Ey(ep).
Selbstverstéindlich soll die Nullhypothese mit hoher Wahrscheinlichkeit nicht
verworfen werden, wenn 9 € ©1, d.h. der Fehler 2. Art soll klein gehalten
werden. Anzustreben wére etwa die Bedingung

sup 1 — By(p) <, dh inf Gy(p) >1—a. (11.2)
DISCT 9€O

Nun ist die Funktion ¢ — S, (V) leider meist stetig und deshalb gilt

ﬁlengl Be(V) = .
Diese zeigt deutlich, daf die Qualitiitskriterien und im allgemei-
nen nicht vereinbar sind. Man entscheidet sich deshalb fiir eine der beiden
Moéglichkeiten, und gibt ) den Vorzug. Man muB sich nun fiir das be-
ste entscheiden , das unter (11.1) moglich ist. Dies wird prézisiert durch die
folgende Definition.
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Definition 11.3 FEin Test ¢ von 6y gegen Oy heifst (gleichmdifsig) schédrf-
ster Test zum Niveau «, falls gilt

(1) @ ist ein Test zum Niveau .
(11) fir jeden anderen Test 1 zum Niveau o gilt

By(9) > By(0), falls¥ € Oy.

Die in den nachsten Abschnitten behandelten Tests erfiillen dieses Kriterium.
Der Beweis dafiir sprengt leider unsere Moglichkeiten.

Bemerkung 11.2 (Mehrfache Tests) Hiufig werden auf dasselbe Daten-
material mehrere Tests angewandt. Dies kann sowohl seriose, als auch duflerst
unseriose Griinde haben.

(a) Wir ordnen ein Objekt dann einer gewissen Klasse zu, wenn es k Signi-
fikanztests - sagen wir zu den Niveaus aq, ... ,a; - besteht. Fassen wir alle
Tests zu einem einzigen zusammen, so verwirft dieser zu Niveaus, die kleiner
sind als die einzelnen «;. Fiir diesen Gesamttest wére die Gesamtnullhypo-
these z.B. zum Niveau o = 112121@ «; verworfen worden.

(b) In der medizinischen Praxis haufiger ist folgende (falsche Vorgehens-
weise): Im Bestreben, die aufgestellte Behauptung, gegeben die erhobenen
Daten, unbedingt signifikant abzusichern, werden oft unzuléssige Methoden
angewendet. Fiihrt also ein gewisser Test zum Niveau « nicht zur erwiinsch-
ten Verwerfung der Nullhypothese, so ist man versucht, einen anderen Test
auf dieselben Daten anzuwenden. Man kann damit fortfahren, bis entweder
die Nullhypothese verworfen wird oder das Reservoir an Tests ausgeschopft
ist. Griinde dafiir sind z.B., dal die Erhebung der Daten oft viel Zeit und
Miihe erfordert und zudem teuer ist und das erwiinschte Ergebnis unbedingt
bewiesen werden soll (z.B. aus Angst vor dem Chefarzt).

Im Prinzip ist dies nicht verboten. Allerdings erhélt man dann im allgemei-
nen keine Verwerfung zum Niveau a sondern zu einem wesentlich groflerem
Wert. Seien zum Beispiel (Py)gee und (Qy)yeco die statistischen Modelle fiir
einen ersten und zweiten Test und V,, bzw. W, die entsprechenden Verwer-
fungsbereiche mit

sup Py(V,) = a, sup Qy(V,) = a.
V€O €0
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Dann ist die Wahrscheinlichkeit, im kombinierten Test zu verwerfen
Py(Va) + Py (V) Qo (Wal Vi)

Das Supremum {iber ¥ € O ist im allgemeinen grofler als a. Man kann also
beim kombinierten Test nicht mehr zum urspriinglichen Niveau « der beiden
einzelnen Tests verwerfen, sondern nur zu einem hoheren Niveau, z.B 2a.

Die letzte Bemerkung deutet eine gewisse Aufweichung des klassischen Test-
begriffes an.

Bemerkung 11.3 (Der p-Wert) Wir fahren mit Beispiel fort. Zur
Vereinfachung denken wir an einen einseitigen nichtrandomisierten Test mit
einem Verwerfungsbereich, wie in Abb. symbolisch dargestellt. Sei ferner
die Datenerhebung mit dem Ergebnis # abgeschlossen und somit der Wert
t(z) bekannt. Den Wert

p(&) = Py, (t > (7))

nennt man den p- Wert des Testes. Er entspricht der schraffierten Fliche un-
ter der Dichte in Abb.[10.6] wenn man dort a durch ¢(Z) ersetzt. Man verwirft
also die Nullhypothese genau dann, wenn p(Z) < «. Somit ist der p-Wert ist
das kleinste Signifikanzniveau, zu dem die Nullhypothese bei den Daten & ge-
rade noch verworfen werden wiirde. Soweit sind nur Namen vergeben worden.
Anderseits ist der p-Wert ein Maf dafiir, wie ‘stark’ die Nullhypothese (nicht)
verworfen wird. Fast alle Statistikprogramme liefern diesen Wert; man kann
ihn dann selber mit a vergleichen.

Viele Anwender arbeiten heutzutage nur noch mit dem p-Wert und betrach-
ten ihn als das dem Test angemessene Signifikanzniveau. Dies mag im rein
wissenschaftlichen Bereich sogar sinnvoll sein, zieht aber haufig Miflinterpre-
tationen nach sich.

Bei zweiseitigen Tests mit symmetrischer Verteilung der Priifgrofie wird der
einseitige p-Wert Py (t > t(z)) verdoppelt.

11.2 Verteilungen fiir Funktionen Gauflischer
Variablen

Wir haben bereits Tests fiir Mittelwerte unabhéngiger normalverteilter Zu-
fallsvariablen diskutiert. Dafiir war das empirische Mittel eine einleuchtende
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Testgrofle. Was aber, wenn auch die Varianz unbekannt ist? Dann interessiert
die empirische Varianz. Die folgende Definition zielt darauf, deren Verteilung
zu berechnen.

Definition 11.4 Seien &, ... ,&, unabhingige N(0,1) verteilte Zufallsva-
riablen. Die Verteilung von

>

i=1

heifit x2- Verteilung zum Freiheitsgrad n. Sie wird mit x2 bezeichnet.

Diese Verteilung hat eine Dichte, die in Abb. dargestellt ist. Sie soll jetzt
analytisch berechnet werden. Wir benétigen dafiir die Gamma-Funktion I.
Die analytischen Details findet man im Anhang [A.4]

Satz 11.1 Die x?- Verteilung mit n Freiheitsgraden hat die Dichte

(z) := r (%)_1 272227 te™>  fallsz >0
AN 0 fallsz < 0.

Um dies zu beweisen, berechnen wir zunéchst die Dichten fiir die einzelnen
Zufallsvariablen &2

Lemma 11.1 Sei & standardnormalverteilt. Dann hat die Verteilung von &2
die Dichte x;.

Beweis Es ist

P(¢* < c) =2P(0 < € < Vo)
2 [T ety = [Ceniap0 /v
= — exp(— = —— [ exp(—=x x)dx
or J; p\—Yy Y or J; p
Nach Lemma ist I'(1/2) = /2 und deshalb koénnen wir fortfahren mit
—/ (I(1/2)7 127 Y2 272 exp(—1/2) dx—/ x1(x) dx.
0 0

Dies war zu zeigen. U

Beweis von Satz Die Verteilung der Zufallsvariablen Y 7 &7 hat
nach Satz die Dichte x; * -+ x x1. Nach Satz ist dies gerade die
Dichte x,,. U
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0.4r

2 4 &

8 10 12

Abbildung 11.2: Dichten der Chi-Quadrat-Verteilungen

Als néchstes betrachten wir Quotienten von Summen von Quadraten N (0, 1)-

verteilter Zufallsvariablen.

Definition 11.5 Seien &y, ...

JEm undny, ...

, M. unabhdngige, N'(0, 1)-verteilte

Zufallsvariablen. Die Verteilung der Zufallsvariablen

3=

INgE
8%
o

ﬁ
Il
—

S |=
=
o

@
I
—_

heifit Fishersche Verteilung mit (m,n) Freiheitsgraden und wird mit F,, ,,

bezeichnet.

Die Transformationsformel liefert mit etwas Fleil und Geschick die analyti-
sche Gestalt der Dichte. Sie ist in Abb. dargestellt. Die Beta-Funktion
zu den Parametern o > 0 und § > 0 sei mit B(«, ) bezeichnet (vgl. Anhang

Ad).

Satz 11.2 Die Fishersche Verteilung hat die Dichte

ot = { DB



11.2. Verteilungen fiir Funktionen Gauflischer Variablen 235

Beweis Die Zufallsvariablen
§=D & n=)_m
i=1 j=1

sind unabhéngig und nach Definition gemaf$ y,, bzw. x, verteilt. Fiir ¢ € R

gilt
PEE <0 = [T [T 1w (25) (vl o) dacy).

Das schreibt man aus und wendet den Integraltransformationssatz auf den
Diffeomorphismus (z,y) — (u,v) = (nz/my,y)) mit der Inversen (z,y) =
(m/n - u,v) an. Die benotigte Jakobi-Matrix ist

S ().

Dann rechne man. O

2 4 6 8

Abbildung 11.3: Dichten der Fisher Verteilungen

Wir kommen nun zur dritten wichtigen, klassischen Verteilung.

Definition 11.6 Seien & und n unabhdingige Zufallsvariablen, wobei & gemaf
N(0,1) und n gemdfy x2 verteilt seien. Dann heifit die Verteilung der Zufalls-
variablen

m

ﬁ
3
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die Studentsche t, - Verteilung mit n Fretheitsgraden. Sie wird mit t,
bezeichnet. Die t1-Verteilung mit Dichte

1 1
ml4+ 22

gi1(x) =

heifit (Standard-)Cauchy- Verteilung.

William Sealey Gosset * 13. Juni 1876 in Canterbury, England; { 16. Ok-
tober 1937 in Beaconsfield, England. Er verdffentlichte seine Arbeiten zur
Statistik unter dem Pseudonym ‘Student’. Er war seit 1899 Chemiker bei
der Arthur Guinness Son and Company. Er entwickelte den t-Test fiir klei-
ne Stichproben in der Qualitétskontrolle im Brauwesen.

Eine unmittelbare Konsequenz ist:

Satz 11.3 Seien &, 1, ..., n, unabhingige N'(0,1)-verteilte Zufallsvariablen.
Dann ist die Zufallsvariable

B §
= [1n 2
ﬁzz':ﬂh

gemdfs der Studentschen t-Verteilung mit n Freitheitsgraden verteilt.

Die dazugehorige Dichte sieht wie folgt aus:

Satz 11.4 Fir n > 1 st die Dichte der Studentschen Verteilung gegeben
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durch

() = o)l = B (5 -)1 i1+ D) s e R

Beweis Nach Definition ist n? aus gemif Fy,, verteilt. Ferner ist n
symmetrisch um 0 verteilt. also gilt fiir ¢ > 0 dafl

P(0 <7 <c)=(1/2)P(]n| <) = (1/2)P(n* < &)
— %/0 fin(z)de = /0 fia () tdt =: /0 gn(t) dt.

Genauso gilt
0

P(—c<n<0)= / gu(t) dt.

Also haben wir
% + [ gn(t)dt = f gn(t)dt falls ¢ >0
P(n < c) = e

Ct—n @ —no

1
2

gu(t)dt = [ gn(t)dt falls ¢ <0

0
11.3 Tests fiir Mittelwerte, der t-Test
Sei z1,...,x, eine Stichprobe aus der Verteilung N(m,0c?), d.h. eine Beob-

achtung unabhiingiger Zufallsvariablen mit jeweiliger Verteilung N (m,c?).
Der Parameter o sei bekannt, m sei unbekannt.

Es soll getestet werden, ob das empirische Mittel %le = m(x) signifi-
kant zum Niveau a von einem gewissen Sollwert my abweicht. Wir bleiben
bei dem bekannten Fall

X=R" =R, 6y={my}, O, =R —{my}, Py=N(,0%)"
Die Grofle .
(m(z) — mo)ﬁ‘

g

u(z) =
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-4 -2 2 4

Abbildung 11.4: Dichten der Student Verteilungen; man sieht die intuitiv
einleuchtende Konvergenz gegen die Standardnormalverteilung. Intuitiv ein-
leuchtend ist das deshalb, weil die Schiitzung der wahren Varianz o? durch
die empirische Varianz 62 mit wachsendem Stichprobenumfang immer besser
wird.

ist gemafl N (0, 1)-verteilt. Man bestimme nun ¢ > 0 mit
Py (lul = ¢) < a

Dann hat man in der formalen Sprechweise folgenden Test zum Niveau «
konstruiert:

1 (verwirf , falls |u(x)| > ¢
M:{ (verwirf m) fu(z)] >

0 (verwirf mgnicht), falls|u(z)| < ¢ } Test zum Niveau av.

Wenn |u(z)| > ¢ sagt man leger, ‘Die Abweichung der Messung vom Sollwert
my ist signifikant zum Niveau o’. (Wir kiimmern uns jetzt nicht um die Giite
des Tests).

Wenn o2 auch unbekannt ist, liegt es nahe, 0? durch den Schitzwert
1
o2 (x) = > (@i — ()’

n—14%
=1

zu ersetzen (der Faktor ist so eingerichtet, daff der Erwartungswert zu o2

wird). Man hat also statt u die TestgroBe
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mit 62 zu verwenden. Wenn wir die Verteilung dieser Testgrofie kennen, ist
das Vorgehen wie gehabt. Wir kennen sie dank dem Bierbrauer Herrn Gosset,
alias Student, von der Guiness Brewery.

Satz 11.5 Die Zufallsvariablen &, ... &, seien unabhdngig und standard-
normalverteilt. Dann ist die Testgrife

IS

gemdajs t,_q1 verteilt.

Weil das so wichtig ist, definieren wir:

Definition 11.7 Gegeben sei das Modell (R”, B", Py : 9 € O) mit © = R x
(0,00) und Py = N (9)™. Ein Test ¢ der Nullhypothese Oy = {mgy} x (0, 00)
gegen ©1 = O\ Oy heifit Student’scher t-Test, wenn er die Gestalt hat:

1 \t(xl,,xn)\ >t

(1, ... m,) = falls
0 [t(x1,. .., x,)] < t.

Nun geht man vor, wie bei bekanntem o2, benutzt aber statt der Tabelle fiir
die Standardnormalverteilung die Tabelle fiir die ¢,-Verteilung.

Bemerkung 11.4 Wir kénnen uns auf den Standpunkt stellen, dafl wir
Mathematiker oder theoretische Statistiker sind. Dann wenden wir Integral-
transformationssidtze und dhnliche Techniken an, um all die obigen Dichten
herzuleiten. Das ist eine schone Anwendung der Analysis.

Wollen wir aber einen Test wirklich durchfithren, dann werfen wir ein Sta-
tistikprogramm wie SAS, SPSS, R, S oder S+ an, rufen die entsprechende
Routine auf, laufen zum Drucker und présentieren das Ergebnis. Dafiir brau-
chen wir nur das Kochrezept. Genau hier liegt eine wesentliche Gefahr: weil
es so leicht geht, ist man verfithrt auch an die Zuléssigkeit des Verfahrens zu
glauben und es mehr oder weniger blind anzuwenden. Um zu beurteilen, ob
der Test sinnvoll ist, bedarf es tiefer Einsicht und langer Erfahrung.

Gegeben seien &1, ..., &, und 7, ... ,n, unabhingige Zufallsvariablen;
die & seien N(my,0?) und die 7; seien N (my,0?) verteilt. Seien ferner
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X1y ..., Ty SOWIE Y1, ... , Y, entsprechende Stichproben. Die Varianz der Grup-
pen sei gleich o2, aber unbekannt. (Falls sie bekannt ist, wird das Verfahren
entsprechen einfacher). Wir wollen Aussagen iiber die Differenz m, — m,
machen, z.B: mg = m,,.

Zur Ableitung einer Testgrofle beobachten wir:

Satz 11.6 Die Testgrdfie
(e — my) — (Mg — M)
\/&é(mfl)Jr&n(nfl) .

1
n—+m-—2 m

3=

ist t verteilt mit n +m — 1 Freiheitsgraden.

Jetzt werfen wir die Standardtestmethode an und machen weiter weiter wie
oben.

11.4 Der Y?-Test

Dieser Test ist von grofler praktischer Bedeutung. Die grobe Problemstellung
ist wie folgt:

Eine Population habe s mogliche ,, Auspriagungen “, die wir mit den Num-
mern 1,...,s versehen. Angenommen, es lage eine Nullhypothese iiber die
GroBen pq,...,ps der jeweiligen Wahrscheinlichkeiten fiir die Auspriagungen
vor. Wie iiberpriift man sie? Wir formulieren zunéchst gebetsmiihlenhaft das
statistische Modell: Es sind

X={1,...,s}"™

©: alle strikt positiven Wahrscheinlichkeitsmafle auf {1,..., s}
Py = 9™ (n-faches Produktmaf)

Oy ={P} ={(p1,...,ps)} (vermutete Verteilung)

61 =0\ {P}

Wurde z = (1, ...,zs) € X beobachtet, so liegt es nahe, die vermuteten
Werte pq, ..., ps mit den relativen Haufigkeiten
m(z)  ns(x)

g e ooy

n n
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zu vergleichen und @, abzulehnen, wenn die beiden Vektoren weit auseinan-
der liegen (dabei ist n;(z) := {1 < k <n:xzp =1i}).

Definition 11.8 (K. Pearson 1900) Sei fir v € X eine Testgrifie defi-

niert durch

D(z) = Dyylz) = Y (nz(—npl _ Z ni(x)”

i=1

Fin Test ¢ fir heifst X2-(Anpassungs—) Test, wenn er die Form
1 D(z) > ¢

hat.

Der Zusammenhang mit der y2-Verteilung und der Name y2-Test ergibt sich
aus dem folgenden Satz.

Satz 11.7 (Pearson) SeilP € © ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf {1,..., s}
mit P(k) >0, 1 <k < s. Sei ¢ > 0; dann gilt:

lim P"(D,,, < c¢) /fsl

n—o0

mit der Dichte f,_1(x) der x2_,-Verteilung.

Karl Pearson * 27. Mérz 1857 in London, England, { 27. April 1936 in
Coldharbour, Surrey, England. Vater von Egon Pearson und Vater des
x2-Tests.
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Parameterschitzung

Wir schildern und illustrieren kurz das Problem der statistischen Parame-
terschitzung. Wir studieren hier nur parametrische Modelle. Ziel ist die
moglichst zuverlassige Eingrenzung des ‘wahren Parameters’.

12.1 Statistische Modelle und Schatzer

Gegeben seien Daten x4,...,x,, aus denen wir Schéitzungen gewisser Para-
meter gewinnen wollen. Wir fassen die Daten als Element © = (x1,...,z,)
aus einem Stichprobenraum (X', 2A) auf und nehmen an, daf diese Daten Aus-
pragungen einer Zufallsvariablen & = (&, ...,&,) sind, von der wir wissen,
daB ihre Verteilung Element einer Familie {Py : ¥ € @} von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen auf (X, 2() ist. Die Wahl der Familie {Py : 0 € O} stellt
die statistische Modellbildung dar.

Definition 12.1 Se:
(X, PB(X),Py:09€0), 6CR",

ein diskretes parametrisches statistisches Modell. Fin Schétzer fir ¢ ist eine
Zufallsvariable DX — 6. Allgemeiner: Sei Y ein weiterer Ereignisraum
und g : @ — Y eine Abbildung. Dann heifft eine Abbildung g : X — ) ein
Schétzer fiir g.

Man beachte, dafl der Schétzer zunéchst iiberhaupt nichts mit der zu schitzen-
den Grofle zu tun hat. Wir geben ein einfaches Beispiel.

242
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Beispiel 12.1 Sei £ = (&1, ... ,&,) ein Vektor unabhingiger Bernoulliva-
riablen zur unbekannten gemeinsamen Erfolgswahrscheinlichkeit ¥y € [0, 1].
Also ist X = {0,1}" der Stichprobenraum, © = [0, 1] und Py die Bernoulli-
verteilung zu 9. Wir wissen

Py((21, ... 2,)) =9 (L —0)"F, fiir k=) . (12.1)
i=1
Das statistische Modell ist damit festgelegt. Jetzt fehlt nur noch der Schétzer.

Es gibt verschiedene Methoden, Schétzer zu konstruieren. Entscheidend ist,
daf3 der Schétzer eine Reihe von Giitekriterien erfiillt. Seine Verteilung soll
z.B. um den wahren Parameterwert konzentriert sein und moglichst kleine
Varianz haben. Dazu kommen wir spéter.

Zunéchst geben wir eine Klasse von haufig verwendeten Schétzern an.
Sie beruht auf folgender einleuchtenden Idee: angenommen, wir beobachten
x € X. Dann wéhlen wir als Schitzer fiir das wahre ¥y dasjenige J(x) € O,
welches im Sinne hoher Wahrscheinlichkeiten ‘am besten zu z pafit’, d.h. fiir
welches gilt

Py () = max Py (z).
Die folgende Definition scheint nur etwas komplizierter, weil es unter Um-
stdnden mehrere Maximumstellen gibt, und dann diese Festsetzung nicht
eindeutig ist.

Definition 12.2 In der diskreten Situation von Definition nennt man
jede Funktion

V: X — 6
maut

P (2) = max Py (x)

einen Maximum-Likelithood-Schdtzer fir 0. Allgemeiner: Sei Y ein wei-
terer Ereignisraum und g : © — Y eine Abbildung. Dann heifit die Abbildung
g=go1U:X — Y Maximum-Likelihoodschétzer fiir g.

Schauen wir uns ein einfaches Beispiel an.

Beispiel 12.2 Wir fiihren das Beipiel fiir die Schéatzung der Erfolgs-
wahrscheinlichkeit ¥ von Bernoullivariablen &; fort. Es werden n unabhéngige
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Experimente mit unbekannter Erfolgswahrscheinlichkeit ¢ durchgefﬁhrtﬂ; es
tritt dann ein konkretes Elementarereignis w € () ein und die Zufallsvariable
¢ nimmt dann den konkreten Wert z = (x4, ... ,z,) € X = {0,1}" mit
r=(&(Ww), ..., & (w)) an. Man habe insgesamt

=1

Erfolge. Wir hatten fiir jedes ¢ € © = [0, 1], daB
Py(z) = 0%(1 — )"

Um den (einen) Maximum-Likelihood-Schétzer zu bestimmen, miissen wir
dieses in ¥ maximieren. Dazu logarithmieren wir und bestimmen die Maxi-
mumstellen des Logarithmus (letzterer ist strikt monoton und hat deshalb
dieselben Maximumstellen wie die urspriingliche Funktion). Wir bekommen

In(*(1 —9)" %) =kInd + (n — k) In(1 — ).
Wir differenzieren und setzen gleich 0:

d & ek ko om—k

Die Losung 9*(k) ergibt sich aus den elementaren Rechnungen

=0.

(1= 0" (k))k = (n— k)0 (k), k—0"(k)k =n0*(k) — ko*(k), 9*(k) = %

Man iiberlegt sich leicht, dafl ¥9*(k) ein Maximum ist. Deshalb ist

Wzx) =9"(k)=k/n

der einzige Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit.

Folgende Begriffe sind niitzlich und tiblich.

Definition 12.3 In der Situation von Definition heif$t die Funktion
L:Xx60 —|0,1], L(z,9) = Py(x)

die Likelihood-Funktion zum statistischen Modell (X, Py : ¢ € ©). Fir
jedes © € X heifst L(x,.) : © — [0,1] die zur Stichprobe x gehdrige
Likelithood- Funktion.

Analog heiffen In L und In L(x,-) Loglikelihood-Funktionen.

'das heifit in Klartext, dafl wir als einzige Annahme an 9 haben, dal ¥ € ©
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Wenn man ausschliellich mit der Loglikelihood arbeitet, nennt man sie meist
ebenfalls Likelihood-Funktion.

Somit kann ein Maximum-Likelihood-Schéatzer definiert werden als

~

V: X — O, r+—— argmax L(z, V)
9e6
bzw. als

J:X =0, r+— argmaxIn L(z,)
V€O

Dieses Konzept kann auf die stetige Situation iibertragen werden. Modell mit
Normalverteilungen sind natiirlich ein wichtiges Beispiel.

Beispiel 12.3 (Gauf3-Modelle) Wir erinnern uns: Sind &, ... , &, unab-
hingige und identisch gem#f N'(m, o?) verteilte Zufallsvariablen, so ist der
zufillige Vektor (&1, ... ,&,) nach der Formel (9.11)) verteilt mit Dichte

n

H \/2;76Xp ( - %) = (270%) " exp < — 2”: %)

i=1 =1

Diese Dichten hingen von den zwei Parametern m und o2 ab. Im statistischen
Modell ist X = R™, versehen mit der Borel-o-Algebra. Die Wahl von © hingt
davon ab, welche Parameter bekannt sind und welche geschétzt werden sollen.

(a) Wir nehmen an, daf ¢ bekannt ist, und wollen m schiitzen. Dann sind
m =19 und © = R. Die Py sind gegeben durch ihre Dichten

fola) = (2r0%) " 2exp (= 30 IR,

: 202
=1

(b) Ist 0% ebenfalls unbekannt, so ist © = R x R, mit ¢ = (m, 0?). Alles
andere ist analog zu (a).

Schitzer sind im wesentlichen wie im diskreten Fall definiert.

Definition 12.4 In der Situation von Definition [10.1] nennt man jede mefs-
bare Variable 0 auf (X,2A) mit Werten in (©,B(O)) einen Schitzer fir ¥.
Allgemeiner: Sei (),9)) ein weiterer meflbarer Ereignisraum und g : © — Y
eine mefbare Abbildung. Dann heifit eine mefbare Abbildung g : X — Y ein
Schdatzer fir g.
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Da im stetigen Fall, z.B. wenn die Verteilungen Py Dichten haben, im allge-
meinen Py({z}) = 0 gilt, ist das Konzept der Maximum-Likelhood-Schétzer
nicht direkt vom diskreten auf den stetigen Fall iibertragbar. Man mufl die
Sache differentiell betrachten.

Definition 12.5 Gegeben sei ein stetiges statistisches Modell wie in Defini-
tion (10.1. Hat jedes Py, 0 € O, eine Dichte fy, so heifst die Funktion

L:Xx0—]0,1], (x,9) — fy(x)
die Likelihood-Funktion zum statistischen Modell
(X, A, Py:9€0©) oder (X, 2 fy:0€0).

Fiir jedes x € X heifit L(x,.) : © — [0,1] die zur Stichprobe x gehérige
Likelihood- Funktion. Analog definiert man die Loglikelithood-Funktion.
Jeden Schitzer

~

V: X — O, v +— argmax fy(z)
9eO

nennt man einen Mazximum- Likelihood-Schdtzei] fiir ¥. Man verwendet
das Kiirzel M L-Schdtzer bzw. MLEE]. Allgemeiner definiert man: Sei (V,9))
ein weiterer mefibarer Ereignisraum und g : © — Y eine mefibare Abbildung.
Dann heifst die Abbildung (g) = golg : X — Y Maximum-Likelihoodschéatzer

fiir g.

Wir rechnen einige Beispiele durch:

Beispiel 12.4 (MLE fiir Gauf-Modelle)

Wir fithren n Experimente durch, beschrieben durch unabhéngige, iden-
tisch normalverteilte Zufallsvariablen &, ... ,&, mit jeweiliger Verteilung
N (m,0?). Dazu gehort ein statistisches Modell mit X = R", % = B". ©
héngt davon ab, welche Parameter wir als bekannt voraussetzen und welche

2Fiir eine beliebige Funktion h : © — R ist

argmax h(1)
JeO

ein Argument ¥*, fiir das die Funktion ¢ +— h(¢) maximal wird. Da Maximumstellen i.a.
nicht eindeutig sind, ist
argmax h(1)
JeO
streng genommen eine Menge.
3 das E steht fiir estimator, dem englischen Wort fiir Schitzer.
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wir schitzen wollen. Jedenfalls bezeichnen wir die Beobachtung wieder mit
(1, ... ,x,). Wir fahren fort mit Beispiel [12.3]

(a) Wir maximieren die Loglikelihood in ¥ = m. Sie wird genau dann maxi-
mal, wenn

=1

minimal wird. Wir differenzieren, setzen gleich 0 und rechnen

%i(xi—ﬁﬁ ZQi(ﬁ—xi) =0, ixl =nd, U= %ixz
= =1 =1 i=1

Also ist das empirische Mittel

i=1

der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Erwartungswert m.

(b) Seien m und o* unbekannt. Dann ist 9 = (m, 0?) und somit © = RxR,.
Wir miissen

2

L(z, (m,0?)) = (270®) " exp ( - zn: %)

=1

bei gegebener Stichprobe (1, ... ,,) in mund o?maximieren. Egal, welchen
Wert o? annimmt, liefert
) IR
m(z) = - z; x;
1=

nach Teil (a) das Maximum. Da wir das schon wissen, logarithmieren wir:

n 1

1nL<x, (’rh(x),62(x))> = —% - nd%(x) - 5] > (i — rifx))”

differenzieren und setzen gleich 0:

d ) 5 __n 1
WIDL(L (m(z), 0 (x))) = %) + 2062(z) 2

Das ergibt nach Erweitern durch 62(x) die Identitiit

(z; — m(z))* = 0.
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Also ist der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir (m, o?) gegeben durch
A RS . .
(z) = S ow, 6a) == (z— m(z))’
i=1 ‘

Wir betrachten ein etwas weniger typisches Beispiel:

Beispiel 12.5 (MLE fiir Modelle mit Exponentialverteilungen) Wir
gehen im wesentlichen von der Situation im Beispiel aus. Die & seien
diesmal exponentialverteilt zum Parameter ¢ € © mit © = (0,00). Da die
& nur nichtnegative Werte annehmen, ist & = R’}, versehen mit der Borel-
o-Algebra. Auf R, ist die Dichte der Exponentialverteilung zum Parameter
¥ > 0 gegeben durch

Folt) :ﬁexp(—ﬁ-t).

Weil die Zufallsvariablen §; unabhéngig sind, hat die Stichprobe € = (&1, ... , &)
eine Verteilung mit der Produktdichte

f[fﬁ(x» =ﬁ"exp(—ﬁixi).

Wir differenzieren und setzen gleich Null:

% L(z,9) = <m9”’1 — " Xn:xl) exp < - 79;;:%) = 0.

1=

Nach Division durch 97~ und den exponentiellen Faktor ergibt sich

—_

(12.2)

SR

=1 Z X;
i=1

3=

Dies sieht verniinftig aus, da Z eine Realisierung des empirischen Mittels &,
ist; dieses sollte nach den Gesetzen der grofien Zahlen den Erwartungswert
E(&;) schétzen und dieser ist im vorliegenden Fall gleich 1/4.

Wenn wir anders parametrisieren, z.B.
0=gew(-5)
= — eX _ — .
gy J P J

Dann gilt
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Wir bekommen die Produktdichte

n

ﬁga(xi) =9 "exp < —0 Yy :E)

=1

Den Maximum-Likelihoodschétzer rechnen wir wie eben aus, d.h. wir diffe-
renzieren und setzen gleich Null:

L) = (g Zx) exp (= 0! Zx) =0.

Nach Division durch ¥~ und den exponentiellen Faktor ergibt sich
) = & i ; (12.3)
{Cr—

Das leuchtet ebenfalls ein.

12.2 Erwartungstreue

Wir kommen nun zu ersten Qualitdtskriterien fiir Schétzer. Offensichlich ist
es nicht schlecht, wenn der Schétzer im Mittel den wahren Parameter wie-
dergibt. Allerdings mufl man eine solche Forderung in Abwégung zu anderen
Kriterien, wie niedriger Varianz, sehen. Deshalb sollte man die Forderung
etwas aufweichen. Wir betrachten eine reellwertige Funktion g : © — R des
Parameters. Ein Schétzer fiir g ist somit eine Funktion g : X — R. Gege-
ben ein statistisches Modell mit Verteilungen Py auf X bezeichnen wir den
Erwartungswert von ¢ beziiglich Py mit Ey(g) und die Varianz mit Vy(g).

Definition 12.6 Sei (X, A, Py : ¥ € O) ein statistisches Modell. Sei ferner
g : 0 — R meflbar. Ein Schdtzer g : X — R fiir g heifst erwartungstreu,
wenn Ey(g) stets existiert und wenn

Es(g) = g(9) fiir alle ¥ € ©.

Die Abweichung
b(9) =Ey(9) — g(V)

heifit Bias von § oder auch systematischer Fehler.
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Empirische Mittel, die ja die ML-Schétzer in den Beispielen waren, sind im-
mer erwartungstreu. Bei den empirischen Varianzen miissen wir eine Korrek-
tur anbringen.

Dazu sei (Py)geco eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R, B'). Sei

Py die Verteilung von & = (&1, ... ,&,) mit unabhéngigen geméf Py verteilten
&. Das Produktmodell ist dann gegeben durch
(R™, B",Py : 9 € ©). (12.4)

Satz 12.1 Fliir jedes 9 € © existiere my = Ey(&;) und 02 = Vy(&). Fiir
n > 1 betrachte das Produktmodell[12.4 Dann ist

. 1 ¢
My, (T1,...,2,) = EX;:E,
1=

ein erwartungstrever Schatzer fir m und

62 (z1,. .., 1) = Z(xz— m(z))?

n—14
=1
ein erwartungstreuer Schitzer fiir o®.

Der naheliegende Schitzer

st nicht erwartungstreu.

Beweis Der Schétzer m ist natiirlich erwartungstreu. Wir kiimmern uns um
die Varianz: Sei n; := &; — m. Wir rechnen

2 2B (6~ mx)?) = L3y (6~ mt m (o))

- pm((n- 1w )

i=1
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Dies liefert unmittelbar die Erwartungstreue von 62, da

(g S me) =7

was das Ziel war. O

Bemerkung 12.1 Der naheliegende Schétzer
1 < e
2 Dol = )

ist zwar nicht erwartungstreu, aber asymptotisch erwartungstreu, weil ndmlich

n—1

— 1, fiir n — oo.
n

Im Hinblick auf Varianzminimierung scheidet er also nicht von vornherein
aus der Konkurrenz aus.

Um Erwartungstreue und asymptotische Erwartungstreue zu illustrieren und
als nettes Beispiel zur Analysis rechnen wir den Fall der Exponentialvertei-
lung durch.

Beispiel 12.6 Wir verfolgen Beispiel weiter. Eine exponentialverteilte
Zufallsvariable ¢ hat die Dichte

fo(t) =V exp(dt).

Deshalb ist ein zufilliger Vektor (i, ... ,&,) unabhangiger Zufallsvariabler
&1, ..., &, mit jeweiliger Dichte fy verteilt geméafl der Dichte

Wir berechnen den Erwartungswert des Maximum-Likelihoodschétzers ((12.2)):

E() = /1 Lz + 1 + 1) " exp(—d(z1 + o0 +my)) day - day,
(12.5)
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Jetzt kommt der Trick: Wir konnen den R’} zerlegen in Simplexe:

Ry = (J{( . m)ia>0, 1<i<n, Y wi=uf
i=1

u>0

:U{u}x{(xg,...,xn), x; >0, 2<i<nm, szgu}

u>0 i=2
Es ist bekannt, da§ der Standardsimplex im R"™!, also der Kegelstumpf
Al = {(zg, ... ,1,): Zwl <1}
i=2
im R"™! das Volumen V! | = 1/(n — 1)! hat. Deswegen hat der Simplex

A?L—lz{(x%"'7xn):zxi§U}, u > 0,

=2

das Volumen V* | = u"~!/(n — 1)!. Wir machen die Substitution

n
u = E T,
1=2

und koénnen nach dem Cavalierischen Prinzip die Identitat (12.5) wie folgt
umschreiben:
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BEY = [t e e ) dey e,

+n

_ OOE n—1 1 n .
—/0 U (n_1>!19exp( ud) du

_ L QN > n—2 _
= woD) 19/0 u" " exp (— uv) du.

Um dieses Integral auszuwerten, machen wir folgende Nebenrechnung;:

Lemma 12.1 FEs gilt die Identitdt

o0 |
/ uF exp(—1 - u) = % (12.6)
0

Beweis

/OOO W exp(—9 - u) = (-1)ka‘9—; (/OOO exp(—1 - u) du)

o (1 e " 1
(D 55 (‘5 ep(=tu)| = (=155 (5)
u=0
1 1

Mit £ = n — 2 bekommen wir also

n

E(Y) =nn—-2)!/(n—-1)W =

v,
n—1

und der Schétzer ist asymptotisch erwartungstreu.

Wenn wir anders parametrisieren, z.B.

gs(t) Z%eXp(—é-Q

Dann gilt wegen Satz die Erwartungstreue

Ey(&) = 0.
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12.3 Konsistenz

Die Schétzung soll sich natiirlich verbessern, wenn mehr Beobachtungen vor-
liegen. Dies wird in folgender Definition formalisiert.

Definition 12.7 Seien (X, 2, (Py)geo) ein statistisches Modell und g : © —
R zu schitzen: Fir jedesn > 1 sei (X™, A", P4 : 9 € ©) das n-fache Produkt-
modell und g, : X" — R ein (meflbarer) Schdtzer fir g gestiitzt. Die Folge
(gn)n>1 heifft konsistent, wenn

lim Py(|g, — g(9)] >€) =0 fir jedes 0 € 6.

n—o0

Konsistenz bedeutet also, dafl mit groflem n der Schétzfehler mit grofer
Wahrscheinlichkeit klein wird, oder genauer, dafl fiir jedes 9 die Zufallsva-
riable g, in Py stochastisch gegen g(¢}) konvergiert. Das ist offensichtlich ein
Fall fiir das schwache Gesetz der grofien Zahlen. Dafiir mufl lediglich die
entsprechende Bedingung fiir die zweiten Momente erfiillt sein.

Beispiel 12.7 Wir nehmen den Index n auf und schreiben m,,, wenn wir
den Stichprobenumfang n haben usw. In Satz ist (7,),>1 konsistent
nach dem schwachen Gesetz der groflen Zahlen, weil wir in diesem Satz vor-
ausgesetzt haben, dafl die Varianz der beteiligten Zufallsvariablen &; existiert.

Genauso ist in Satz die Stichprobenvarianz (6%(z)),>o konsistent, falls
fiir jedes ¥ € © das vierte Moment existiert, d.h. Ey(X?*) < oo. Diese Bedin-
gungung ist klar: Fiir das schwache Gesetz der grofien Zahlen brauchen wir
das zweite Moment der beteiligten Zufallsvariablen. Da wir jetzt iiber Qua-
drate von Zufallsvariablen reden, landen wir beim vierten Moment. Genauer
argumentieren wir: Sei € > 0. Dann rechnen wir:

Py ( &2(33) — a§| > 5)
<P nilz(&—mﬁf—aﬁ Z%)
B3| 1 (6 — (@) s S (6 - may| 2 )
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. 2 n—1e
+P$<w(~’v)—m > — 5)
] — £ . 5
<Py(|= D6 - mo)* -} Z;L>+]P’§<mn(w)—m‘2§>
=1
— 0

nach dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen.

12.4 Konfidenzbereiche

Bisher wurde bei Schéitzungen so verfahren:

Beobachte x, bestimme nach einem gewissen Verfahren - z.B. durch die
Maximum-Likelihoodmethode - eine Schitzung g(z) welche fiir den wahren
Wert ¢g(¢) gehalten werden soll. Zur Kontrolle {iber Prézision und Sicherheit
der Schitzung haben wir in Abschnitt die Konfidenzintervalle diskutiert.
Wir geben der Vollstéandigkeit halber die formale Definition an.

Definition 12.8 Sei (X, 2, Py : ¥ € O) ein statistisches Modell. Zu schdtzen
sei V.

Sei C' C X x @ und fir jedes x € X sei
Clx)={veO:(x,9) e C}.

C heifit Konfidenzbereich fiir ¥ zur Irrtums-Wahrscheinlichkeit
oder zum Niveau o, wenn {z € X : ¥ € C(z)} € A und

grelgl%({x exX:velCx)})>1—-a, acl0]l].

C(z) heifit dann Konfidenzbereich fiir 9 zur Irrtums- Wahrschein-
lichkeit oder zum Niveau o bet der Beobachtung x.

Jedem z wird also eine Menge C(z) von Parametern 9 zugeordnet, von der
wir meinen, daf} sie das wahre ¢/ enthélt. Mit Wahrscheinlichkeit, die grofier
als 1 — « ist, liegen wir damit richtig. Je kleiner a gewahlt wird, desto grofler,
also unschérfer, mufl C'(z) sein, denn desto ungenauer wird die Schdtzung
sein. Man muf} also abwégen, ob man genauer schétzen will oder ob man die
Irrtumswahrscheinlichkeit klein halten will. Das haben wir schon ausfiihrlich
diskutiert.
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Das Konstruktionsprinzip fiir Konfidenzbereiche ist inzwischen klar: Sei zu-
néchst 0 < o < 1 gegeben. Zu jedem ¥ € © wihle man ein moglichst kleines
D(9¥) C X mit Py(D(¥)) > 1 — a. Dann setze man

C = {(z,9)eXxO:2z€ D)}
Cx) = {Ve©:DW) >}

Analog den fritheren Rechnungen gilt fiir ¥ € ©
Py{re X0 eCx)} =Py{r e X:x € D)} =Py(DW)) > 1 -«
Wir geben noch ein einfaches Beispiel an.

Beispiel 12.8 (Hypergeometrische Verteilung) Etwa bei der Qualitéits-
kontrolle hat man die Situation, dal N Gegensténde vorhanden sind. In einer
Stichprobe von n seien x Stiick defekt. Wir suchen einen Konfidenzbereich
fiir die Zahl ¥ der defekten Objekte. Wir diirfen uns hoéchstens mit Wahr-
scheinlichkeit « irren. In welchem moglichst kleinen Bereich C'(z) diirfen wir
die Anzahl ¢ der defekten Objekte mit Sicherheit 1 — « vermuten?

Wir formulieren das als das bekannte Urnenproblem um. Wir ziehen offen-
sichtlich aus einer Urne mit insgesamt N Kugeln und ¢ weilen Kugeln ohne
Zuriicklegen, was ein Fall fiir die hypergeometrische Verteilung ist. Das Mo-
dell ist dann

xX=A{1,....,n}, ©:={1,...,N}

v N -9
x n—x
N
n
Dies ist also die Verteilung fiir die Anzahl der defekten Objekte in der Stich-
probe, wenn ¢ Objekte defekt sind.

]P)ﬂ(l') = HNﬂg,n([E) =

Wir bestimmen konkret einen Konfidenzbereich C' zum Niveau « fiir N = 10
und n = 3. Die hypergeometrische Verteilung hat dann die Werte:

I%(x):(i)(g—_f)_(i)(?_—f)_

)G

120
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Der Nenner ist gleich 120. Fiir den Zahler 120 - Py(x) errechnet man folgende
Tabelle:

x Zahler=120 - Py(z)

3 o 0 0 1 4 10 20 35 56 84 120
2 0 0 8 21 36 50 60 63 56 36 0
1 0 36 56 63 60 50 36 21 8 0 0
0 120 8 56 35 20 10 4 1 0 0 0
v 0 1 2 3 4 5 6 T8 9 10

Wahlen wir der Einfachkeit halber

2 24
a=02=— =",
10~ 120

Dann ist 120 - (1 — «) = 96. Aus der obigen Tabelle bestimmen wir die
Bereiche

C(0) = {0,....3},C(1) = {1,...,6},C(2) = {4,...,9},C(3) = {7,...,10}.

Bei diesem geringen Stichprobenumfang sind die Konfidenzbereiche natiirlich
recht grof.

Es kommt der Verdacht auf, daf§ hier ein Computer niitzlich sein kénnte!
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Anhang

Dieser Anhang enthilt mathematisches und statistisches Hintergrundmate-
rial. Man findet z.B. Zusammenfassungen zentraler Themen aus Mafitheorie
und Analysis in knappster Form, wie sie fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung
benotigt werden. Ferner notieren wir einige Fakten aus der reellen Analysis
zu Berechnung spezieller Dichten.

259
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A.1 Der Erwartungswert auf einen Blick

Integral oder der Erwartungswert elementarer Zufallsvariablen &:

E(Q,F) 3 E(w 2%1,4 /5 ) d P(w Zal

Erwartungswert positiver Zufallsvariablen £ > 0 (Satz :

Definition A.1 £ mit E({7) < oo und E(§7) < oo heifst integrierbar.

- / ¢dP=E(¢*) —E(6)

heifst Integral oder Erwartungswert von £. Den Raum aller integrierbaren
Zufallsvariablen bezeichnet man mit L1(Q, F,P).

Lemma A.1 L£'(Q, F,P) ist linearer Raum und Verband.

Satz A.1 (Daniell) Zu E : £(Q2, F) — R existiert genau eine Fortsetzung
E: LYQ, F,P) — R mit:
(a) (Linearitit) E ist linear auf L'(Q, F,P).
(b) (Positivitit) E ist positiv auf L*(Q2, F,P).
(¢) (Monotone Konvergenz) (&), in LY(Q, F,P), &, /&, sup, E(&,) < oo
¢ LN, F,P) und E(¢) = lim E(&,).

n—oo

Satz A.2 (a) E(€) eistiert, falls
E.<E<e, fir & e LNQ,F,P) und £ € LY, F,P).
(b) E(€) existiert genau dann, wenn E(|€]) existiert.
(c) s gilt [E(&)] < E([¢]).

Satz A.3 (Dominierte Konvergenz) &,, £°, &, € LY(Q, F,P), n > 1 mit
&, — & punktweise und &, < &, < £°. Dann:

£ LYQFP), EE©=lmEE).
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A.2 Lebesgue-Mafl und -Integral in kiirze

Wir kommen nun zu einem wichtigen Spezialfall des allgemeinen Integral-
begriffes aus Kapitel 4] dem Lebesgue-Integral. Dies ist das Maf auf der
Borel-o-Algebra B(R?), welches jedem Gebiet sein euklidisches Volumen zu-
weist. Diese o-Algebra mufite eingefiihrt werden, weil der folgende Satz gilt:

Satz A.4 (St. Ulam; Fund. Math. 16, 1930) Seien
2 >[R[, und P:PB(Q) — [0,1]

ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Dann ist P = >"" oue,,, oy € [0,1], 2; € Q.

Das mufl man sich auf der Zunge zergehen lassen:

Beispiel A.1 Es gibt auf [0,1], versehen mit der o-Algebra ([0, 1]), nur
diskrete Wahrscheinlichkeitsmafle; insbesondere gibt es kein Wahrscheinlich-
keitsmaf}, welches ein ‘gleichverteiltes’ Zufallsexperiment modelliert, also je-
dem Teilintervall seine euklidische, natiirliche, Lange zuordnet! So kann man
nicht arbeiten!

Stanislaw Marcin Ulam, 3. April 1909
in Lemberg, Polen, damals Osterreich
(jetzt Lvov, Ukraine), T 13. Mai 1984
in Santa Fe, New Mexico, USA. Loste
das Problem, die Fusion in der Was-
serstoffbombe zu starten. Entwickelte
die ‘Monte-Carlo Methode’ zur Losung
von Optimierungsproblemen. Lieferte
fundamentale Beitrédge zur Mafitheo-
rie und Mengenlehre. Schrieb u.a ‘A
collection of mathematical problems’
(1960), ‘Sets numbers and universes’
(1974) und ‘Adventures of a Mathe-
matician’ (1976).

Wir sind bisher den folgenden Ausweg gegangen: Wir haben die o-Algebren
B¢ C PB(RY) konstruiert, die deutlich kleiner als die jeweiligen Potenzmengen
sind. Andererseits sind sie grof§ genug, um geniigend viele verniinftige Wahr-
scheinlichkeitsmafle zu tragen. Wir wollen nun vor dem Hintergrund der vor-
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hergehenden Uberlegungen das Lebesgue-Maf rekapitulieren bzw. skizzieren,
sowie das Integral dazu.

Henri Léon Lebesgue *28. Juni 1875
in Beauvais, Oise, Picardie, Frank-
reich, 726. July 1941 in Paris, Frank-
reich. Formulierte die Maftheorie in
‘Sur une généralisation de l'intégrale
définie’ (1901), Comptes Rendus, 29.
April 1901. Definition des ‘Lebesgue
Integrals” welches das Riemann In-
tegral wesentlich erweitert. Schrieb
‘Lecons sur l'intégration et la recher-
che des fonctions primitives’ (1904)
und ‘Legons sur les séries trigo-
nométriques’ (1906). Lieferte wesent-
liche Beitrige zur (Fourier) Analysis.

Man betrachte den Mefiraum (Q, F) = (R% BY). Wenn es ein Mal A4 auf
B¢ gibt, welches jedem Quader sein euklidisches Volumen zuordnet, so ist
es eindeutig bestimmt; das folgt aus Satz[1.5] Daf§ es ein solches Maf gibt,
beweisen wir hier nicht; Details stehen z.B. in 7. Wir nehmen zur Kenntnis:

Satz A.5 ( und Definition) Es gibt genau ein Mafi auf B, welches jedem
Quader sein euklidisches Volumen zuordnet. Es heifit (d-dimensionales)
Lebesgue-Maj und wird mit \¢ bezeichnet. Wir schreiben X\ fiir \!.

Wir konstruieren nun das entsprechende Integral fiir B%-B'mefbare Funktio-
nen. Wir fiihren es auf das Integral fiir Wahrscheinlichkeitsmafle zuriick. Wir
betrachten den Einheitsquader (0,1)¢ und die Translate Q. = (0,1)? + z,
€ Z%. Ferner definieren wir Wahrscheinlichkeitsmaf3e

A, B(Q.) — [0,1], B— \(B), z ¢ Z" (A1)

Sei nun f : R? — R, beziiglich B? und B' mefibar. Dann ist f|Q. beziiglich
B(Q.) und B' meBbar. Das Integral [, fdA? ist erklirt im Abschnitt .

Diese Integrale setzen wir nun zum Integral auf R? zusammen.

Definition A.2 Sei f : RY — R, beziiglich B¢ und B* mefbar. Wir definie-

ren
/fd)\d ::Z/ fd\?, falls Z/ fd\? < oo.
zez, Y Q= 2c7 Y Q=
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Ist f: RY = R beziiglich B® und B* mefbar und [ fTd\? < oo, sowie
[ [~ dX\? < oo, so nennen wir

/fd)\d:/ﬁd)\d—/fd/\d

das Lebesgue-Integral von f. Das Integral beziiglich des Lebesque-Mafies A
auf B([0,1)%)) gemif Definition[.q heifit Lebesgue-Integral auf B([0,1)?).

Man schreibt haufig
/fdx fiir /fd)\d.

Nach Konstruktion gelten alle bisherigen Regeln fiir dieses Integral. Insbe-
sondere stellen wir fest:

Satz A.6 Der Satz von Daniell [{.9 gilt wortlich fir das Lebesque-Integral.
Ebenso gilt der Satz von Lebesgue [{.4].

Fiir diese konnen wir dann auch die Integrale iibernehmen.

Satz A.7 Sei —oco < a < b, f : [a,b] — R Borel-mefbar und beschrinkt.
Dann gilt: Ist f Riemann-integrierbar, so ist es auch Lebesque-integrierbar
und das Riemann-Integral hat denselben Wert wie das Lebesque-Integral.

Ein weiterer Satz dieses Typs ist

Satz A.8 Sei f: R — R, Borel-mefbar und iiber jedem kompakten Intervall
Riemann-integrierbar. Dann gilt:

f ist Lebesgue integrierbar genau dann, wenn es uneigentlich Riemann inte-
grierbar ist.

In diesem Fall sind die beiden Integrale gleich.

Achtung: Fiir diesen Satz ist die Bedingung f > 0 wesentlich.

Niitzlich fiir die Berechnung von Dichten sind folgende Transformati-
onssitze. Wir zitieren aus der Analysis:

Satz A.9 (Integraltransformationssatz) Seien Dy und Dy offene Gebie-
te im R?, ¢ : Dy — Dy eine bijektive und stetig differenzierbare Abbildung
mit stetig differenzierbarer Inverser ¢~ und f : Dy — R eine reellwertige
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Funktion. Dann ist f (Lebesgue-) integrierbar iiberDy genau dann wenn fop
tiber Dy integrierbar ist. Ist eine dieser Bedingungen ertfillt, so gilt

f(x)dx = fop|det J,(x)|dz,
Do

Dy

wobei det J,(x) die Determinante der Jakobi matriz J,(x) von ¢ in x (the
Jakobi matriz die Matriz der partiellem Ableitungen Op;/0x; der Kompo-
nenten ¢ (i) von ¢ nach den Variablen x; von x bezeichnet).

Die Version fiir Dichten ist eine simple Folgerung daraus.

Satz A.10 (Transformationssatz fiir Dichten) Seien Z;, Zs, Uy und U,
Zufallsvariablen. Die Variablen (Uy, Us) mdgen werte in der offenen Teilmen-
ge t G' von R* annehmen mit der Dichte f. Seien ferner (Zy,Zs) Zufalls-
variablen mit Werten in der offenen Teilmenge G des R%. Sei ¢ : G — G’
bijektiv und stetig differenzierbar mit stetig differenzierbarer Inverser =1 :

G' = p(G) — G. Mit der Definition

U\ (%4
U,) ~ \2,)’
hat die zweidimensionale Zufallsvariable (Zy, Zy) auf G die Dichte
9(2) = fop(2)|det J,(2)].

Bemerkung A.1 In einer Dimension reduziert sich die Jakobi Matrix auf
die Ableitung ¢'(x). Damit hat man

9(z) = foe(2) [¢'(2)]. (A.2)

Beweis Sei D offen in G. Nach dem Transformationssatz gilt
P((Z1,Z,) € D) = P(p ' (U1,U) € D) =P((Uy,U,) € (D))
_ / f(a) dr = / fowla)|det J,(x)| dz.
©(D) D

Da diese Beziehung fiir jedes Gebiet D in G gilt, hat die Dichte von (Z;, Z3)
die gewiinschte Form. 0
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A.3 Boxplots am Beispiel einer AIDS-Studie

Dieser Abschnitt enthélt einige Boxplots aus einer Studie zum Krankheits-
verlauf von AIDS. Dargestellt sind die Plots fiir CD4-Lymphozytenzahlen
in verschiedenen Krankheitsstadien. Inhalt, Daten und Abbildungen sind
der Studie ? entnommen. Wichtige Stadien im Verlauf der HIV-Infektion

LAS

°§§§§§§§§
g8 888883

Abbildung A.1: Die linke obere Abbildung stellt die Lymphozytenzahl in den
vier Stadien LAS, ARC, AIDS und Tod dar. Die iibrigen drei Plots zeigen
den zeitlichen Verlauf in Monaten wihrend LAS, ARC und AIDS.

sind die Zeitpunkte der Ansteckung, der Zeitpunkt der Serokonversion, das
Lymphadenopathie-Syndrom, AIDS und schlief8lich der Tod. Ein Lymphadenopathie-
Syndrom (LAS) ist dann gegeben, wenn vergroferte Lymphknoten an zwei
voneinander unabhéngigen extrainguinalen Stellen mindestens zwei Monate
lang auftraten, fiir die keine andere Ursache aufler der HIV-Infektion gefun-
den wurden. Fiir den AIDS-related complex(ARC) gibt es keine allgemein
anerkannte Definition. Es treten Symptome auf, die von einer HIV-Infektion
herriihren, aber kein AIDS Vollbild rechtfertigen. Beispiele sind die Gewichts-
abnahme um mehr als 10 Prozent, chronische Diarrhoe, Nachtschweil und
Fieber. AIDS selbst ist das Endstadium der Infektion. Hier spielen eine Reihe
von Protozoen-, Pilz-, Bakterien- oder Virusinfektionen, sowie Malignanome
und andere Erscheinungen eine Rolle.
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Die Hauptaufgabe der Lymphozyten sind die Erkennung von Fremdstoffen
- wie zum Beispiel Bakterien und Viren - und deren Entfernung mit immuno-
logischen Methoden. Abb.[A.T|enthélt Boxplots zu den Lymphozythenzahlen.

A.4 Zur Chi-Quadrat, F- und t-Verteilung

In diesem Anhang stellen wir die Hilfsmittel aus der Analysis zur Verfiigung,
welche zur Herleitung einiger aus der Gauflverteilung abgeleiteten Standard-
verteilungen, notwendig sind. Diese bilden die Grundlage fiir wichtige stati-
stische Tests.

Zunéchst erinnern wir an die I'-Funktion aus der Analysis.

Definition A.3 Die I'-Funktion hat die Gestalt

I':(0,00) — (0,00), t+— / e dr.
0

Die I'-Funktion verallgemeinert die ‘Fakultét’.

Bemerkung A.2 Esgilt I'(t + 1) = ¢I'(¢) und I'(1) = 1. Insbesondere gilt
I'(n) = (n — 1)! fiir alle n € N.

Wir benétigen die Nebenrechnung

Lemma A.2 FEs gilt
I'(1/2) = /= (A.3)

Beweis Die Substitution z — 22/2 liefert

Ira1/2) = /000 Y2 exp(—z) dx
= [P mep-aadn = [ r P ep-a2 o= VR

Das war nachzurechnen. O

Fiir die Dichten entscheidend ist folgende Aussage.
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Satz A.11 Es seien a > 0 und > 0. Fir z € R sei

[ (D(«)p>)ta>texp(—a/B)  falls x > 0,
Jap() = { 0 falls © <0

Dann gelten

(Z) fa,ﬂ Z 0; ffoe,,@(w) dr = 1;

(“) foq,ﬁ * faQ,ﬁ = fa1+a2,,3 falls 041705256 > 0.

Teil (i) besagt, daB jedes f, g eine Dichte ist und Teil (i), daf die Familie
(fa8)aso0 fiir jedes f > 0 eine Faltungshalbgruppe ist. Die Dichte f, 5 heiit
Gamma-Verteilung zu den Parametern o und /.

Beweis Die Nichtnegativitit ist klar. Ferner gibt die Substitution z — Sx
die Beziehungen

/OO v exp(—x/B) dzx
0
= /OO 213 Lexp(—x) B dx = B* /OO v Vexp(—x) dx = I'(a)B°.
0 0

Division durch den rechten Ausdruck zeigt, daB [ f, 5(z)dx =1 ist.

Nach Satz [0.5] ist

falﬁ * fa2’g(13)
= (D(en)B™) (I (az)5%2) 7

/ 5 exp(—y/B) (@ — y)™ L exp(—(z — y)/B) dy
0
(a0 (02) %) exp(—/B) / Y (2 — ) dy.
0
Durch die Substitution y = tx im Integral erhélt man

= (F(al)F(a2)6a1+a2>—l eXp(_I/B)/O (xoq—lxag—lx)(l _t>a2—1ta1—1 dt

(o + as ! —lya1—1
R ale) [ -
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Wir haben schon gezeigt, da8 f,,+q, s €ine Dichte ist. Deshalb ist das Produkt

Il + ao)

r(al)r(%)/o (1— f)tgm=t g — 1.

Damit ist die Aussage bewiesen. O

Die Funktion in der letzten Formel des Beweises ist aus der Analysis
bekannt. Sie verdient besondere Beachtung.

Definition A.4 Die Beta-Funktion zu den Parametern o > 0 und 3 > 0
1st gegeben durch

B(a,B) = /01 71 — )Pt

Im letzten Teil des vorstehenden Beweises ergab sich automatisch die Bezie-

hung
(o) I'(B)

POA = Pav )
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